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Chapitre 3

Morphologie Mathématique et
traitement d’'images

Samy Blusseau et Elodie Puybareau

Dans ce chapitre nous présentons la Morphologie Mathématique comme
une approche non linéaire du traitement d’images, basée sur des criteéres
de forme et de taille. Nous essaierons de montrer son attrait en mettant en
avant I'élégance de sa théorie ainsi que la puissance des outils qu’elle permet
de construire : fonction distance, filtres, algorithme du Watershed pour Ia
segmentation et autres représentations hiérarchiques, pour les principaux.

3.1 Introduction

La Morphologie Mathématique a été fondée dans les années 1960 par
Georges Matheron et Jean Serra, avant de devenir incontournable dans le
traitement numérique des images pendant plus de quatre décennies. Son
succes s’explique par une théorie accessible, aussi riche qu’élégante, qui a
inspiré et s’est nourrie, des ses débuts, d"une approche pratique a I’origine
d’algorithmes géniaux.

Aujourd’hui en 2023, I’état de I'art en traitement d'images et vision par
ordinateur repose presque essentiellement sur 1’apprentissage statistique et
en particulier le deep learning. Le paradigme d’adaptation automatique des
algorithmes aux données est devenu si performant et universel qu’il mérite
toute l'attention de la communauté pour en accroitre la compréhension
et le faire progresser. C’est pourquoi il n’est pas surprenant que de jeunes
chercheuses et chercheurs, déja trés engagé.es dans ce domaine foisonnant,
méconnaissent voire ignorent des approches dépourvues d’apprentissage.
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Pourtant, s’intéresser a ces derniéres, et en particulier a la “morpho”,
peut étre bénéfique a plusieurs égards. D’abord, pour 1'émerveillement et la
stimulation qu’on peut éprouver en les découvrant. En suite, pour les idées
nouvelles qu’elle peuvent inspirer dans le contexte scientifique actuel : se
ré-approprier un domaine moins visible offre un espace de recherche plus
serein, propice a 1’émergence de pistes originales et fécondes y compris
dans les domaines plus en vue. Enfin, avoir une “culture morphologique”,
par exemple, c’est étre capable de traiter des images lorsque leur qualité,
leur nombre ou leurs annotations sont insuffisantes pour des approches
supervisées, ce qui n’est pas rare dans les applications de la vie réelle.

Ce chapitre est donc pensé comme un point d’entrée rapide vers la
Morphologie Mathématique, a I’attention de nos collegues, comme nous
jeunes mathématicien.nes et informaticien.nes. Sur le contenu, il est lar-
gement redondant avec les références dont nous nous sommes inspirés
[5, 21, 28], mais beaucoup moins complet. Nous 1'espérons néanmoins as-
sez synthétique et susceptible d’éveiller I'intérét des personnes qui n’ont
jamais entendu parler de la morpho ou qui n’ont pas encore pris le temps
de s’y pencher. L'essentiel de ce qui est abordé est bien antérieur a 2023,
mais c’est un pré-requis nécessaire pour apprécier les travaux récents dans
le domaine, que nous esquissons surtout en fin de chapitre.

Enfin, soulignons que des implémentations open source des opérateurs
et méthodes présentées existent, et ont été utilisées pour les illustration de
ce chapitre : Smil ! [11] pour la majorité, et Higra 2 [22] pour la section 3.6.2.

3.2 Cadre algébrique

Une part importante du traitement d’images s’appuie sur 1’algebre li-
néaire. Les filtres des réseaux de neurones convolutifs (CNNs), par exemple,
sont des opérateurs linéaires d’images, représentés par un noyau (“kernel”),
ce qui les rend invariants par translation 3. Plus précisément, si I’on voit une
image comme une fonction f : Z? — R, le résultat H[f] de sa convolution
avec un noyau / : Z> — R est défini par

VxeZ?, HIf|(x)= ) f(y)-h(x—y). (3.1)

yez?

1. https://smil.cmm.minesparis.psl.eu/doc/

2. https://higra.readthedocs.io/en/stable/index.html

3. Le terme équivariant est plus approprié, car le résultat du filtrage d’une image
translatée est la translation du filtrage de I'image originale, donc la sortie varie comme
I'entrée. Mais “invariance par translation” est plus commun pour désigner cette propriété
en traitement du signal et des images.
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T o H[f] = Ho w[f]

FIGURE 3.1 — Invariance par translation de la convolution d'une image par un

noyau (ici un noyau gaussien h(x) = \/217w exp(—%), avec o > 0).

On vérifie aisément que 1'opérateur H est linéaire. Par ailleurs, en no-
tant 7, 'opérateur de translation par un vecteur u € Z2, c’est a dire
Tu[f](x) = f(x —u), onabien Ho 7, [f](x) = H[f](x — u) = 7, 0 H[f](x),
tel qu’illustré par la Figure 3.1. Réciproquement, on peut se convaincre que
tout opérateur linéaire et invariant par translation est une convolution par
un noyau telle que (3.1) (Théoréme de Riesz).

Des résultats trés analogues apparaissent si on change d’algebre pour
une algébre non linéaire, par exemple en remplagant la somme par un su-
premum (ou un infimum) dans (3.1), et le produit “-” par “+”. Bien qu’elle
n’ait pas été introduite de cette maniére originellement, la Morphologie
Mathématique (MM) peut étre vue comme 1'étude des opérateurs dans
ce type d’algebres non linéaires. Alors que 1’algebre linéaire repose sur la
structure d’espace vectoriel, stable par combinaisons linéaires, la structure
algébrique de la Morphologie Mathématique est le treillis complet (complete
lattice en anglais), ensemble partiellement ordonné et stable par supremum
et infimum. De méme que les applications linéaires sont les morphismes
qui préservent la structure d’espace vectoriel en commutant avec les combi-
naisons linéaires, deux types de morphismes de treillis complets émergent
naturellement. Ceux qui commutent avec l'infimum, que I'on appelle les
érosions et ceux qui commutent avec le supremum, que I'on appelle dilata-
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tions. Voyons maintenant les définitions plus formellement, en commencant
par celle d’image.

3.2.1 Images numériques

Les images deviennent des objets mathématiques dés qu’on les voit
comme des fonctions : chaque point de I'image correspond une couleur
ou un niveaux de gris, représentés respectivement par un vecteur ou un
scalaire. Le traitement algorithmique des images nécessitant leur numérisa-
tion, en pratique celles-ci sont des fonctions d"un espace borné et discret, &
valeurs bornées et discretes. Il n’est pas rare néanmoins de les modéliser
par des fonctions a valeurs réelles, comme dans 1’exemple précédent, pour
faciliter les développements théoriques.

Dans ce chapitre on appellera image une fonction f : E — V), ot

— E peut étre tout Z" (n = 2 ou 3) ou bien de fagon plus réaliste

une grille discrete finie, typiquement en deux dimensions E =
{0,...,M} x{0,...,N}, M,N € N*

— V est un ensemble fini et totalement ordonné de valeurs.

Les éléments de E sont les pixels, contraction de picture elements. On parle
d’image binaire lorsque V contient seulement deux valeurs, typiquement
V = {0,1}, et d'image a niveaux de gris lorsque Card()) > 2, par exemple
V ={0,...,255} pour des images encodées sur huit bits. Par convention,
la valeur associée a un pixel est d’autant plus élevée que celui-ci est clair, le
noir et le blanc étant encodés par le minimum et le maximum de V respec-
tivement. Les images couleur, ont pour valeurs des vecteurs de dimension
supérieure, le plus souvent trois, correspondant aux canaux rouge, vert et
bleu, par exemple V = {0,...,255}3.

Images binaires et ensembles Si E est une grille discrete, 'ensemble P (E)
des parties de E est équivalent a I’ensemble des images binaires définies sur
E, par la bijection qui a une image f associe Xy = {x € E, f(x) = 1}. C'est
cette correspondance qui a motivé les définitions de base de la Morphologie
Mathématique sur les ensembles avant une généralisation aux images non
binaires et aux treillis complets abstraits. Dans la suite, nous utiliserons
réguliérement les ensembles pour illustrer des définitions abstraites, et les
images binaires pour les visualiser et saisir leur pertinence dans I’analyse
des formes.

L'image comme paysage En morphologie mathématique, une image a
niveaux de gris est souvent vue comme un "paysage". Concretement, on
peut l'interpréter comme un relief topographique dont les altitudes sont
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FIGURE 3.2 — Représentation d’une image sous la forme d'un paysage. A gauche :
I'image originale. A droite : sa représentation sous la forme d'un relief. Il s’agit
d’une représentation 3D dans laquelle I'image est une fonction de x,y et z, oit x et
y sont les lignes et colonnes, et z la valeur des pixels.

les valeurs des pixels. Ainsi, les parties les plus claires sont les sommets et
les plus sombres les vallées. Cette représentation, illustrée Fig. 3.2, permet
de sortir des représentations traditionnelles et de leurs limites, ainsi que
d’imaginer de nouvelles maniéres de traiter les images. Elle a inspiré des
algorithmes fondamentaux comme celui de la ligne de partage des eaux
(Watershed), qui sera présenté dans la section 3.6.1.

Comme nous allons le voir, les ensembles d’images de méme support
sont des treillis complets, structure algébrique de base pour la Morphologie
Mathématique.

3.2.2 Treillis complets

Rappelons d’abord la définition d'un ensemble partiellement ordonné.

Définition 1 (Ensemble partiellement ordonné (ou Poset)). Un ensemble
partiellement ordonné, ou Poset, est un ensemble E muni d’une relation binaire
<, appelée ordre partiel sur E, qui vérifie pour tous a,b,c € E

asa (Réflexivité)
(a<betb<c)=a<c (Transitivité)
(a<betb<a)=a=0b (Anti-symétrie).

On note alors (E, <) ce poset. L'adjectif partiel qualifie le fait que deux éléments
ne sont pas nécessairement ordonnés.
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Exemple 1. 1. (P(E), Q) : les parties d'un ensemble E, munies de la rela-
tion d’inclusion, est un poset.

2. Pour a,b € Ret n € IN*, 'hypercube [a, b]" est un poset avec 'ordre
partiel <, défini par

Vx,y € [a,b]", x<yy <= x;<y;, Vie{l,...,n}

ot < est l'ordre usuel sur R.

3. Si E est un ensemble et (V, <) est un poset, alors I'ensemble F des
fonctions de E dans V est un poset, pour I'ordre partiel <r défini par

Vf,geF, f<rg < f(x)<g(x), Vx €E.

Ceci généralise le cas précédent, avec E = {1,...,n} etV = [a,b].

4. L'ensemble S,, des matrices semi-définies positives en dimension n € IN*
est un poset, avec I'ordre partiel < défini par

VA,BES,, A<B +— {xcR",xTAx <1} C {x € R",x"Bx < 1}.

11's’agit de I'ordre d"inclusion entre ellipsoides représentés par les matrices
de S,.

L'existence d'un ordre partiel suffit a définir les notions de supremum
(plus petit majorant) et infimum (plus grand minorant).

Définition 2 (Supremum, Infimum). Soit (E, <) un poset, et A C E.
Alors x4 € E est dit un supremum de A si
— cC'est un majorant de A :Va € A, a < x4
— il est plus petit que tout majorant de A:Vz € E, (Va€ A, a<z)=
XA < Z.
Si A admet un supremum, alors il est unique par anti-symétrie de <.

De méme, y4 € E est dit un infimum de A si
— Clest un minorant de A:Va € A, ya <a
— il est plus grand que tout minorant de A :Vz € E, (Va € A, z <
a) =z < ya.
Si A admet un infimum, alors il est unique.

Cela nous amene a la définition de la structure qui nous intéresse, les
treillis complets.

Définition 3 (Treillis complet). Un treillis complet est un poset (L, <) tel que
toute partie A C L admet un supremum, noté \/ A, et un infimum, noté A\ A.
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AVB=AUB

AANB=ANB

FIGURE 3.3 — Illustration des treillis complets de I'exemple 2 : [a, b]" et P (E).

Exemple 2. 1. (P(E), Q) est un treillis complet, avec le supremum et
Uinfimum définis respectivement par I'union et l'intersection d’ensembles.
En effet, pour toute famille A = (A;)icy de parties de E, il est direct
que \ A = Ujcr Ai et NA = Niep A pour 'ordre C. En particulier,
VP(E) = Eet NP(E) = Q. Ainsi, l'ensemble des images binaires de
méme support E est un treillis complet.

2. Si (V, <) est un treillis complet, alors le poset (F, <) des fonctions de
E dans V, est également un treillis complet, avec <y 'ordre défini dans
Vexemple 1. Pour toute famille £ = (f;)icy d’éléments de F,\/ € et N €
sont les fonctions qui a fout x € E associent respectivement \/;cy fi(x)
et Niej fi(x). Ainsi, ensemble des images a niveaux de gris de méme
support E, est un treillis complet. Pour un ensemble E fini de cardinal n,
et desvaleurs V = [a, b], ce treillis est équivalent a ([a, b]", <,,) introduit
dans 'exemple précédent et illustré figure 3.3.

3. (8y, =) n'est pas un treillis complet, comme Uillustre la fiqure 3.4 pour
n = 2 et les deux ellipses rouge et bleue, définies respectivement par
deux matrices A et B. Si le supremum C de A et B existait, I'ellipse
correspondante serait nécessairement isotrope, par unicité du supremum
et par symétrie de I'exemple. Ce serait donc le cercle jaune, le plus petit
possible. Or 'ellipse violette montre I'existence d’un autre majorant de
A et B, qui n’est pas comparable avec C, contredisant la définition du
supremum.

Les ensembles d’images binaires et a niveaux de gris forment des
treillis complets car elles sont a valeur dans des treillis complets qui sont
totalement ordonnés. Pour les images couleurs, la définition d’un ordre
sur les valeurs prises par les pixels est moins naturel. En particulier, le
supremum et I'infimum d’un ensemble de couleurs peuvent ne pas appar-
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FIGURE 3.4 — Illustration de I'absence de supremum pour deux ellipses, montrant
que (Sy, X) n'est pas un treillis complet, comme expliqué dans l'exemple 2.

tenir a cet ensemble, auquel cas ils sont qualifiés de fausses couleurs et sont
perceptuellement génants. Le probleme de la définition d’ordres sur les
couleurs est un des sujets de recherche en traitement d’images morpholo-
giques, mais il ne sera pas abordé dans ce chapitre, oti nous nous limitons
aux images a niveaux de gris.

Comme annoncé plus tot, nous pouvons maintenant définir les élé-
ments de base des opérateurs morphologiques, les érosions et les dilata-
tions.

3.2.3 Dilatations et érosions, morphismes de treillis complets

Définition 4 (Dilatation, Erosion). Soient (L, <) et (L', <') deux treillis com-
plets. On appelle dilatation de £ dans L' tout opérateur § : L — L' qui commute
avec le supremum, c’est a dire tel que

V(Xi)iel C E, 1) <\/ x,-) = \//5 (xi) . (32)

iel i€l

On appelle érosion de L dans L' tout opérateur € : L — L' qui commute avec
Uinfimum,
/
V(xi)ier €L, € </\ xi) = Nex). (3.3)
i€l i€l
Un des exemples les plus importants de dilatation et érosion, a 1’ori-
gine des développements de la Morphologie Mathématique en traitement

d’images, concerne le treillis des parties d"un ensemble. Comme on va le
voir, il éclaire ce qu’on entend par analyse par critéres de forme et de taille.
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FIGURE 3.5 — Erosion et dilatation d'un ensemble X C Z2, en blanc, par un
disque B, comme défini dans I’exemple 3. On voit sur la deuxieme ligne que les
translations de B déterminantes sont celles situées sur les bords.

Exemple 3. Soient E = Z", et B C Z" non vide. Pour tous A C Eet x € Eon
notera Ay = {x +a,a € Alet A={—a,ac A}.
On définit alors 6g : P(E) — P(E) par

VX € P(E), 63(X)= | Bs (3.4)

xeX
eteg: P(E) — P(E) par
VX € P(E), ep(X)={x€E, By CX}. (3.5)

On vérifie aisément que 5p(U;ie1X;) = Uierdp(X;) et ep(Nic1 Xi) = Nierep(Xi),
impliquant que &g et ep sont bien une dilatation et une érosion respectivement,
sur le treillis complet (P(E), C).

Notons qu’il existe pour ces deux opérateurs des écritures alternatives, qui
pourront étre utiles par la suite. En particulier, on peut montrer que

(X)=Xe={y€E B,NX#0} (3.6)
beB
et
e(X) = [ X 3.7)
beB

Le critere de forme et de taille évoqué ci-dessus est contenu dans
I'ensemble B, parametre des opérateurs 3 et e, et qu'on appellera dans
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es(f)

FIGURE 3.6 — Erosion et dilatation d'une fonction f par un disque B, comme
défini dans 'exemple 4.

la suite élément structurant. On peut déja constater qu'un ensemble X dans
lequel aucun B, ne serait contenu, quel que soit x € E, est détruit par
I'érosion : eg(X) = @. C’est le cas par exemple des pattes de la fourmi
dans la figure 3.5, ot E = 72, X est ’ensemble des points constituant la
fourmi et B est un disque fermé centré sur I'origine, de rayon supérieur a
I'épaisseur des pattes. L'érosion peut donc étre vue comme un test a l'aide
de la forme B dont I'issue donne une information sur celle de X. Notons
toutefois que méme les parties qui contiennent des By sont modifiées - ici,
le corps de la fourmi. Pour un filtrage plus précis ne modifiant pas les
parties répondant au critere de forme et taille, il faut s’intéresser aux filtres
morphologiques que sont les ouvertures et les fermetures, introduites dans la
prochaine section. Avant cela, voyons I'exemple canonique de dilatation et
érosion sur les images & niveaux de gris.

Exemple 4. Soient E = Z", V un treillis complet, et B C Z" non vide. On note
F l'ensemble des fonctions de E dans V.
On définit alors og : F — F par

Ve FVxeE &(f)(x)=\ fx-b) =\ fy), (8

beB yeéx

eteg: F — F par

Vfe F,¥x€E, eg(f)(x)= N\ fx+b) = A\ f(y) (3.9)

beB YEBy

Pour les images a niveaux de gris, la dilatation et I'érosion reviennent donc a
affecter a chaque pixel x respectivement le maximum et le minimum de la fonction
sur un ensemble dépendant de x, le plus souvent un voisinage, au lieu de calculer
une moyenne pondérée comme dans le cas du filtre linéaire présenté plus haut
(voir figure 3.1). Ceci a pour effet de propager les parties claires, dans le cas de la
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dilatation, et les parties sombres dans le cas de I'érosion, comme sur la figure 3.6.
La aussi, dans le cas de I"érosion par un disque, on observe que les objets qui ne
répondent pas au critere de forme, comme les moustaches du chat, disparaissent.

Notons que les définitions sur les fonctions (ou images a niveaux de gris)
généralisent celles sur les ensembles (ou images binaires), en considérant les
images binaires comme des fonctions indicatrices : en effet, op(llx) = Ts,(x) et
ep(lx) = Ngy(x), oit 'on utilise les mémes notations pour les fonctions et les
ensembles.

Enfin, remarquons également que 6g(f)(x) = Vyeg f(y) +log(1p(x —y))
et eg(f)(x) = Nyer f(y) —log(Lp(y — x)), ce qui, d’une part, laisse voir une
généralisation a des dilatations et érosions par des fonctions structurantes (ici
log(15)) et, d’autre part, met en évidence le paralléle avec la convolution linéaire -
on peut parler ici de convolutions max-plus et min-plus. Dans ce chapitre, nous
nous limiterons au cas d’opérateurs dépendants d’éléments structurants B.

3.2.4 Owuvertures et fermetures, projecteurs non linéaires

Définition 5 (Ouverture, Fermeture.). Soit (£, <) un treillis complet. Une
application vy : L — L est une ouverture si et seulement si elle est

— Croissante : Vx,y € L,x <y = y(x) < y(y)

— Idempotente : yoy =1

— Anti-extensive : ¥x € L, y(x) < x.
Une application ¢ : L — L est une fermeture si et seulement si elle est

— Croissante : Vx,y € L,x <y = ¢(x) < ¢(y)

— Idempotente : po ¢ = ¢

— Extensive : Vx € L, x < ¢(x).

Les premiers exemples d’ouverture et fermeture se construisent juste-
ment a 1’aide des érosions et dilatations des exemples précédents.

Exemple 5. En reprenant les notations des exemples 3 et 4, soient les opérateurs
B et @p définis par

B = 53 OE€p et @B ‘= €EBO (SB' (310)

Alors on vérifie que yg est une ouverture et @p est une fermeture. On peut s’en
convaincre en particulier dans le cas des ensembles. D’abord, la croissance de ces
opérateurs est évidente, par composition d’opérateurs croissants. En suite, I'anti-
extensivité de g apparait en remarquant que yg(X) est une union d’ensembles
inclus dans X :

VX eP(E), 8(X)=dpoep(X)= |J B,= |J By (311
yees(X) y€E,B,CX
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FIGURE 3.7 — Ouverture et fermeture d'un ensemble X C Z?, en blanc, par un
disque B, comme défini dans l'exemple 5. La ligne du bas illustre l'interprétation
des équations (3.16) et (3.17), et, pour la fermeture @g fait aussi appel i la notion
de la dualité (voir Section 3.2.5).

FIGURE 3.8 — Ouwverture et fermeture d'une fonction f par un disque B, comme
défini dans 'exemple 5.
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D’oir yg(X) C X. On obtient 'extensivité de ¢p de facon tout aussi directe, en
développant

VX € P(E), ¢p(X)=-¢epodp(X) {y € E,B, Cép(X)}

{v € E,By C Uyex Bx}

(3.12)

d’oiv il apparait X C ¢p(X).

L’idempotence s’obtient alors en montrant que si Y = yg(X) alors Y C yp(Y)
et donc Y = vp(Y); et de méme, si Y = ¢@p(X) alors ¢p(Y) C Y et donc
Y = ¢p(Y).

Les démonstrations dans ’exemple qui précéde demandent des mani-
pulations d’ensembles un peu fastidieuses, et elles seraient a refaire pour le
cas des fonctions. Comme on va le voir tout de suite, une approche plus
générale est possible dés lors qu’on identifie un lien particulier, appelé
adjonction, entre 1’érosion et la dilatation qui sont composées.

Définition 6 (Adjonction). Soient (£, <) et (L', <) deux treillis complets, et
e: L — L' eté: L — L deux opérateurs. Alors le couple (g, 8) est appelé
adjonction si et seulement si pour tout x € L' et touty € L,

5(x) <y <= x< ¢(y). (3.13)
Les opérateurs € et 6 sont dits adjoints ['un de I'autre.
L'adjonction a les propriétés suivantes, qui éclairent I'exemple 5.

Proposition 1 (Propriétés de 'adjonction). Soient (£,<) et (L', <') deux
treillis complets et (e, ) une adjonction avece : L — L' et § : L — L. Alors,
1. € est une érosion et 6 est une dilatation

2.
Vxe L, ex)= \// {yerl sy <x} (3.14)

Vye L', 5(y) = N{xe Ly <e()} (3.15)
4. ede =cetded =96

5. 7 = de est une ouverture et ¢ := €d est une fermeture.

Pour démontrer ces propriétés, on peut commencer par montrer I'ex-
tensivité de ¢ = &J et ’anti-extensivité de v = J¢, qui sont des consé-
quences directes de I'équation (3.13). La propriété 4 devient alors évidente
(en écrivant ede = ey = @e et §e6 = ¢ = ), et donne I'idempotence de
et ¢. Avec la croissance de ¢ et §, qui est aussi une conséquence directe de
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(3.13), on obtient la propriété 5. Enfin, les propriétés 1 a 3 se déduisent aussi
de (3.13) et de I'extensivité et anti-extensivité de ¢ et -y respectivement.

La proposition 1 affirme qu’a toute adjonction correspond une dilata-
tion et une érosion. Réciproquement, toute dilatation 6 admet une unique
érosion adjointe ¢, définie par 1'équation (3.14), et toute érosion € admet une
unique dilatation adjointe § définie par (3.15). Il y a donc bijection entre
I’ensemble des adjonctions sur (£, L), 'ensemble des érosions de £ dans
L' et 'ensemble des dilatations de £’ dans L.

Avec les définitions de 1’exemple 5, on vérifie que

VX, Y € P(E), 63(X) CY <= X Cep(Y),

et

Vf,g €F, 0p(f) <g < f<er(g),

ce qui prouve, dans les deux cas, que (eg, dp) est une adjonction, yp une
ouverture et gp une fermeture. Donnons maintenant une interprétation de
l'effet de g, en s’intéressant au cas des ensembles. En utilisant 1’expression
(3.14) et le fait que la dilatation commute avec le supremum (ici 'union),
on obtient

78(X) = dpe(X) U{ds(Y),Y € P(E), dp(Y) € X}

U{Y €ds(P(E)), Y C X}.

(3.16)

Ainsi, yp(X) est un dilaté, c’est a dire une union de translatés de B, mais
pas n‘importe lequel : parmi tous ceux qui sont contenus dans X, c’est le
plus grand (voir Figure 3.7). Il s’agit donc de la meilleure approximation
“inférieure” de X par un dilaté, puisque tout Y € ép (P(E)) telque Y C X,
est nécessairement plus “loin” de X que ne l'est y5(X) : Y C vp(X) C X.
En ce sens, g peut étre vu comme un projecteur non linéaire sur l'ensemble
des dilatés, et son idempotence parait alors évidente. En pratique, appliquer
7B a X laisse intactes les parties qui sont une union de translatés de B (le
corps de la fourmi dans la figure 3.7), et détruit tout ce qui s’en éloigne
(les pattes de la fourmi, trop fines pour 1'élément structurant B). De fagon
analogue, ¢p(X) est la meilleure approximation “supérieure” de X par un
érodé,

9(X) = {Y €5 (P(E)), X C Y} (3.17)
Bien entendu, tout ceci peut s’écrire dans le cas des fonctions et, plus
généralement, d"une adjonction quelconque. En reprenant les notations de
la proposition 1,

Vxe L, y(x)=2de(x)=\/{yeds (L), y<x} (3.18)
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et
Vyel, oly)=e(y) = N\{xece(L), y<x}. (3.19)

Ici -y projette sur 6 (L), qui est 'ensemble des points fixes de y. On appellera
cet ensemble invariants de y. De méme, 'ensemble des invariants de ¢ est
e(L’). On va voir que le principe de projection sur les invariants est vrai
pour toutes les ouvertures et fermetures, pas seulement celles construites a
partir d"une adjonction.

Définition 7 (Invariants). Soit ¢ : L — L un opérateur idempotent sur un
treillis complet L. On appelle invariants de y, noté Zy, l'ensemble

Ty =9(L)={xe L, p(x) =x}. (3.20)

Sans surprise, les ouvertures et fermetures sont des projecteurs sur
leurs invariants, au sens explicité plus haut.

Proposition 2. Soit ¢ : £ — L un opérateur sur le treillis complet L. Alors
1 est une ouverture si et seulement si il existe un ensemble J C L stable par
supremuim, i.e.

VFCJ, | Fed, (3.21)

tel que
Vxe L, p(x)=\/{ye T, y<x}. (3.22)

Dans cecas Ty = J.
On a bien stir le résultat analogue pour les fermetures en remplagant supremum
par infimum et y < x par x < y dans (3.22).

Dans tout ce qui précede, on voit qu’échanger supremum et infimum
fait apparaitre des analogies entre érosions et dilatations, ainsi qu’entre
ouvertures et fermetures. Cette dualité est formalisée grace aux transfor-
mations qui inversent I’ordre d’un treillis a un autre, que ’on appelle les
inversions.

3.2.5 Dualité

Définition 8 (Inversion, involution). Soient (£, <) et (L', <') deux treillis
complets. On appelle inversion de £ dans L' toute fonction n : £ — L' bijective
décroissante, i.e. telle que

Vx,ye L, x<y=n(y) < n(x). (3.23)

Si L' = Letn=mn"1, on parle d'involution.
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Exemple 6. Dans le cas oit L = L' = P(E), l'inversion la plus utilisée est une
involution, a savoir la complémentation d’ensemble n : X — X := E\ X.

Dans le cas oit L = L' = F, l'ensemble des fonctions de E dans V = {0,..., M},
U'inversion classique est l'involution n : f — M — f.

Proposition 3. Soit n : L' — L une inversion. Alors
— e : L — L' est une érosion si et seulement si § = noeon est une
dilatation* de L' dans L
— 79 : L — L est une ouverture si et seulement si ¢ = n~' oy o n est une
fermeture sur L'.
On parle alors d’érosion et dilatation (resp. ouverture et fermeture) duales pour
I'inversion n.

Alors que l'adjonction associe systématiquement une érosion a une
dilatation, la proposition précédente indique qu’un autre appariement,
par dualité, est possible deés lors qu'une inversion existe. On va voir dans
I'exemple qui suit que ces deux appariements, par adjonction et par dualité,
sont en général différents.

Exemple 7. Reprenons les cas oit L = L' = P(E), avec l'inversion de I'exemple 6
(complémentation). Quelle est alors I'érosion duale n o dg o n de la dilatation o
définie dans I'exemple 3? A I'aide des écritures alternatives des équations (3.6) et
(3.7), on obtient

(6 (X)) = (U X;) = Xp = e5(X). (3.24)

beB beB

Ainsi I'érosion duale de 6 est €5, I'érosion par I'élément structurant symétrique B,

différente de I'érosion adjointe e . Comme B = B, on déduit que la dilatation duale
de ep est 6. Enfin, icin = n~1 doit la fermeture duale de yp est n o dpegon =
nodgpononoegon = exdy = @y et l'ouverture duale de ¢p est vy. Dans
la figure 3.7, B est symétrique, donc B = B. Ainsi, pp(X) étant le plus petit
érodé contenant X, c’est par dualité le plus petit ensemble contenant X et dont le
complémentaire est un dilaté, i.e. une union de translatés de B. C’est ce qui est
illustré sur I'image de droite de la ligne du bas. La conséquence est que toute partie
noire dans laquelle aucun disque By n’est inclus, est “fermée”. Les autres sont
inchangées.

Notons qu’on obtient exactement les mémes liens de dualité dans le cas des
fonctions & valeur dans {0, ..., M} et de l'involution n : f — M — f. L'érosion
duale de g est encore e, et ainsi de suite.

4. De fagon plus générale, on pourrait prendre § = poeon, ou p : L — L serait une
autre inversion, mais ce n’est pas utilisé en pratique.



3.2. Cadre algébrique 103

[T T IXI] [X [ ] [ ]
] (1 X O x 1

LIX] ]
L | X]

FIGURE 3.9 — Exemples d’éléments structurants. L'origine est modélisée par la
croix.

3.2.6 Eléments structurants et connexité

Elément structurant Comme évoqué en début de chapitre, une des idées
de base de la morphologie mathématique est de comparer ce qu’on veut
traiter avec un objet de géométrie connue : I'élément structurant. 1l s’agit
d’un sous-ensemble de Z" (n = 2 ou 3). Les éléments structurants peuvent
avoir des formes et des tailles variées, contenir 1’origine ou non (ce qui est
plus rare en pratique), comme on le voit sur la figure 3.9. Ils font partie
des piliers de la morphologie mathématique dans la mesure ou le choix de
I'élément structurant détermine la facon d’analyser les formes dans une
image.

Connexité Les pixels de E peuvent étres vus comme les noeuds d'un
graphe, et un élément structurant B définit ainsi une relation d’adjacence
entre pixels, I'ensemble des voisins d'un pixel x € E étant B, = x + B =
{x +1,b € B}. Lorsque cette relation d’adjacence est symétrique, c’est a
dire lorsque B l'est, on peut dire que deux pixels voisins sont connectés. On
parle alors de relation de connexité, qui est une relation d’équivalence.

En pratique on caractérise souvent la connexité par le nombre de
voisins qu’elle induit pour un pixel. En deux dimensions, on va parler
de connexité 4 et 8. En connexité 4, les pixels sont voisins s’ils ont une
arréte en commun; en connexité 8, s’ils ont une arréte ou un angle en
commun, comme illustré par les figures 3.10 (a) et (c). En trois dimensions,
on considere les connexités 6, 18 et 26. La connexité 6 correspond aux voxels
liés par leurs faces, la 18 par leurs faces ou leurs arrétes, et 1a 26 est le cube
englobant le voxel.

Dans un sous ensemble X C E, les classes d’équivalence induites par
la relation de connexité sont appelées composantes connexes. Le choix de la
connexité est tres important car il va déterminer, pour une forme donnée,
le nombre de ses composantes connexes comme illustré Figure 3.10.
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FIGURE 3.10 — Exemple de connexité 4 et 8. (a) Voisins du pixel central en
connexité 4. (b) L'ensemble des pixels colorés contient trois composantes connexes
en connexité 4. (c) Voisins du pixel central en connexité 8. (d) Le méme ensemble
que précédemment compte une seule composante connexe en connexité 8.

3.2.7 Invariance par translation et éléments structurants

Nous avons évoqué, en début de cette partie, 'équivalence entre fil-
trage linéaire invariant par translation et convolution par un noyau. Nous
pouvons a présent préciser I’analogie avec les opérateurs morphologiques
vus dans les exemples précédents. En particulier, on peut se convaincre
qu’une dilatation é : P(E) — P(E) est de type dp pour un certain élément
structurant B C E, si et seulement si elle est invariante par translation, c’est
a dire 6(X,) = 6(X), pour tous X C Eetu € E. Dans ce cas, B = 4({0}).
L’élément structurant B joue ici le rdle du noyau représentant J. Ceci est
également vrai pour les érosions invariantes par translation.

De méme, dans le cas des fonctions, les opérateurs Jp et e sont in-
variants par translations verticales, c’est a dire dp(7y[f]) = T, 0 dp(f), et
horizontales, 65(A + f) = A 4 65(f) °. De plus, 63(1;p;) = 1. On peut se
convaincre que, réciproquement, ces trois conditions sont suffisantes pour
qu'une dilatation sur F soit du type 3.

3.3 Premiéres applications avec les résidus

Dans la section précédente, nous avons posé les bases de la morpho-
logie mathématique, en particulier avec les premiéres définitions d’opéra-
teurs tres simples : érosions, dilatations, ouvertures et fermetures par des
éléments structurants. Avant d’aller plus loin, nous montrons ici que de
simples combinaisons de ces opérateurs par différences, suffisent déja a la
définition d’outils tres utiles en traitement d’images. C’est le résultat des
différences entre opérateurs qu’on appelle communément résidus.

5. Ici il faudrait s’assurer que A + f et A + Jg(f) sont encore dans le treillis V, c’est
pourquoi la condition exacte est: VA < 0, dg (A + f) V0) = (A +p(f)) VO
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FIGURE 3.11 — Gradient morphologique d une image a niveaux de gris.

3.3.1 Le gradient morphologique

Le gradient morphologique, tout comme la norme du gradient clas-
sique, permet de souligner les fortes transitions d’une image a niveaux
de gris, entre régions claires et régions sombres. Ces transitions incluent
notamment les contours des objets, d’ot1 leur intérét. Le gradient morpho-
logique d'une image f est défini par

Go(f) = ds(f) — s(f) (3.25)

ol B est un élément structurant symétrique, contenant l'origine, et le plus
souvent “élémentaire”, c’est a dire ne contenant qu’un pixel et ses pixels
adjacents dans la grille - typiquement, en deux dimensions, la croix de la
connexité 4 ou le carré de la connexité 8. La dilatation dg(f) et 1’érosion
ep(f) sont alors respectivement le maximum et le minimum de f sur un
petit voisinage B. Leur différence est donc faible sur une région & peu pres
constante, mais forte a 'endroit des transitions. Ceci est visible sur la figure
3.11.

3.3.2 Le Top-Hat

Une transformation trés utilisée en morphologie mathématique est
le « chapeau haut-de-forme » ou « top-hat ». Il s’agit d’une opération qui
extrait des petits éléments au sein des images, en calculant la différence
entre 'image d’entrée et son ouverture, ou entre la fermeture de I'image et
I'image d’entrée (I'image la plus sombre est soustraite a la plus claire). La
figure 3.12 illustre cette procédure sur un signal 1D. Il existe deux types de
top-hat : le top-hat blanc (T;,) permet de récupérer les petites structures les
plus claires tandis que le top-hat noir (T},) permet de récupérer les petites
structures les plus sombres. Si 7 et ¢ sont respectivement une ouverture et
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FIGURE 3.12 — Exemple de top-hat sur un signal 1D (figure reprise de [21]).

une fermeture, leurs top-hats correspondants sont définis par

Tw(f) = f = 7(f) (326)
T(f) = o(f) = f (327)

ol f est une image, binaire ou non. Dans le cas binaire, la soustraction
arithmétique est équivalente a la soustraction d’ensemble (soit encore,
I'intersection avec le complémentaire).

Sil'ouverture et la fermeture sont paramétrés par un élément structu-
rant B, le top-hat sélectionne les éléments qui sont plus petits que B, et plus
clairs que le reste de I'image dans le cas du top-hat blanc, ou plus sombres
dans le cas du top-hat noir. Le choix de la taille de 'élément structurant
est donc fondamental : s7il est trop petit, on manque des éléments que 1'on
cherche a récupérer, et si il est trop grand, on en récupére trop. L'étude
granulométrique (voir Section 3.5.3) ou la connaissance a priori de la taille
des objets recherchés sont une grande aide pour I'optimisation de cette
taille. De facon duale a la sélection de petits objets, le top-hat permet par
exemple d’éliminer les variations lentes de 'image, tel qu'un fond non uni-
forme, comme illustré par la Figure 3.13. Sur le plan algébrique, le top-hat
est non croissant, mais le top-hat blanc est idempotent (contrairement au
top-hat noir). Une présentation plus détaillée du top-hat et accompagnée
de nombreux exemples d’application est proposée dans I'ouvrage de Pierre
Soille [28].
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FIGURE 3.13 — Suppression de fond non-uniforme par top-hat noir, a I’aide d’un
élément structurant carré de taille supérieure a celle des caractéres mais assez
petite pour ne pas capturer de variations de luminosité.

.

FIGURE 3.14 — Une image binaire et sa fonction distance.

3.3.3 La fonction distance

La fonction distance est un incontournable de I’analyse d’images bi-
naires. Elle associe a chaque pixel d'un ensemble X, c’est a dire a chaque
pixel blanc de 'image, sa distance au complémentaire de X, c’est a dire au
pixel noir le plus proche. Cette distance est entendue au sens de la longueur
du plus court chemin entre les deux pixels, pour la relation de connexité
définie par un élément structurant B, symétrique et contenant 1’origine
(voir Section 3.2.6). La force de la fonction distance est qu’elle traduit en
relief (c’est a dire, avec de nouvelles valeurs non binaires) une information
sur la forme d’une composante binaire. En particulier, une composante
connexe constituée de deux formes convexes qui se touchent, se traduit par
deux maxima de la fonction distance, marquant les deux parties convexes.
C’est ce qui apparait sur les figures 3.14 et 3.15. Le “col” qui sépare ces
deux maxima peut étre pris comme séparatrice de ces deux composantes,
dans l'algorithme du watershed (voir Section 3.6.1).

La fonction distance peut se calculer trées simplement grace a une suite
d’érosions par B. En effet, suite & une premiere érosion de X, le résidu X \
ep(X), soit 'ensemble des pixels ayant changé de valeur (de blanc a noir),
est exactement 1’ensemble des pixels a distance un du complémentaire de
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FIGURE 3.15 — Calcul de la fonction distance a partir d’érosions successives.

X. Ceux devenant noir a 1’érosion successive sont a distance deux, et ainsi
de suite. Cet algorithme est illustré Figure 3.15.

Bien d’autres représentations tres puissantes peuvent étre calculées a
'aide d’opérateurs simples et de leurs résidus, telles que le squelette mor-
phologique, pour n’en 