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Résumé

The notion of well-composedness has been introduced by Latecki in 1995 for 2D sets and images and for 3D
sets in 1997. Well-composed binary digital images enjoy important topological properties; in addition, many
algorithms can take advantage from these topological properties. Up to now, well-composedness has not been
studied in dimension n, with n > 3. In the presented work, we extend the characterizations of well-composed sets
and images to any dimension. We also prove the fundamental theorem of equivalence of the connectivities for a
well-composed set.

La notion de bien-composé a été introduite par Latecki en 1995 pour les ensembles et les images 2D et pour
les ensembles 3D en 1997. Les images binaires bien-composées disposent d’importantes propriétés topologiques.
De plus, de nombreux algorithmes peuvent tirer avantage de ces propriétés topologiques. Jusqu’a maintenant,
la notion de bien-composé n’a pas été étudiée en dimension n, avec n > 3. Dans le travail présenté ici, nous
démontrons le théoreme fondamental de I’équivalence des connexités pour un ensemble bien-composé, puis nous

généralisons la caractérisation des ensembles et des images bien-composés a la dimension n.
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1. Introduction

Une image qui n’est pas bien-composée peut impliquer
des paradoxes de connexité [KR89], [RL66], [LER95]. De
plus, le théoréme de séparation de Jordan, expliquant qu’une
courbe simple fermée (respectivement une surface simple
fermée) sépare un plan (respectivement un espace) en deux
composantes connexes disjointes, n’est plus exact dans les
espaces discrets usuels. A I’inverse, une image qui est bien-
composée ne présente plus ce paradoxe, car ses connexités
sont alors toutes équivalentes [Ros70], [TASGI11]. Alors
le théoreme de Jordan est a nouveau satisfait [LER95]. De
plus, les images bien-composées permettent des algorithmes
d’amincissement simplifiés [MAMO4], rendent la caracté-
ristique d’Euler localement calculable [Lat97], simplifient
les structures de graphes résultant des algorithmes de
squelettisation [LER95], et simplifient certains algorithmes
de marching cubes [TASG11]. Sous certaines contraintes
de régularité, la notion de bien-composé est préservée par
transformation rigide [NPKT14].

Un dernier point, celui-ci représentant notre principal
objectif, est le suivant : les images bien-composées assurent
que l’arbre des formes [Gérl13] est bien défini [NG13].
L’algorithme permettant de calculer I’arbre des formes se
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trouve dans [GCCN13] et est en temps quasi-linéraire. Une
introduction a I’arbre des formes en milieu continu peut &tre
trouvée dans [CM09].

Apres un court état de 1’art sur la notion de bien-composé,
nous proposerons une généralisation a la dimension n des
caractérisations du bien-composé. Aussi, nous détaillerons
une propriété tres forte des ensembles bien-composés : leurs
connexités sont équivalentes.

2. Etat de I’art

Commengons par un rappel de la définition du bien-
composé en dimension 2 [LER95].

Soit X C Z? un ensemble. X est dit bien-composé ssi X
est localement 4-connexe |

On rappelle que la fonction caractéristique d’un ensemble
X C Z" est la fonction binaire &y : Z" +— {0, 1} définie telle

1. Un ensemble X € Z" est localement 4-connexe ssi Vz €
X, Ns(z) N X est une 4-composante
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Figure 1: Configurations critiques possibles en dimension
2.

1 sizeX,
que @x(z)={ 0  sinon.

Ainsi nous pouvons introduire le bien-composé pour les
images binaires [LER95].

Soit X C Z* un ensemble. X est dit bien-composé ssi
I’image de sa fonction caractéristique &y ne contient pas les

fi i i 0 1 1 0
configurations critiques | | Jou( o ).

Des exemples de configurations critiques sont représentés
sur la figure 1.

Latecki a alors introduit les notions d’analogue continu et
de contour de 1’analogue continu [Lat97] de fagon a pouvoir
étendre ses définitions du bien-composé a la 3D.

L analogue continu CA(z) d’un point z € Z> est le cube
unitaire fermé centré en ce point z et dont les faces sont
paralleles aux plans des coordonnées. L’analogue continu
d’un ensemble X C 7 est défini comme étant CA(X) =
U{CA(x) | x € X}. Aussi, le contour de I’analogue continu
d’un ensemble X C Z> est noté bdCA(X) et est défini
comme étant 1'union de 1’ensemble des faces fermées qui
sont a la fois face d’un cube étant dans CA(X) et face d’un
cube n’étant pas dans CA(X).

Alors, soit X un sous-ensemble de Z>. X est dit bien-
composé [Lat97] si chacune des composantes connexes du
contour de son analogue continu bdCA(X) est localement
homéomorphe a la sphere 52,

Ceci amena a la définition équivalente suivante, basée a
nouveau sur les configurations critiques [Lat97].

Soit X un sous-ensemble de Z>.X est dit bien-composé
ssi I'image de sa fonction caractéristique Ex ne contient pas
de configurations critiques (modulo les symétries axiales et

lrttin)int'01 boyo
es rotations) suivantes : { o Jou{ | |,

0 01 0
“Vo 1]o o)

De plus, le fait qu'un ensemble X C 73 soit bien-
composé implique qu’il soit localement 2r-connexe mais
I’inverse n’est pas vrai [BGN14], comme le montre I’en-
semble dont I’image de la fonction caractéristique est

1 0|1 1
o 1|1 1)

3. Généralisation du bien-composé a la dimension n
3.1. Rappels de quelques notions

Dans la suite, nous supposerons que B = {by,...,b,} est
une base orthonormée de Z".

Rappelons les notions de [BGN14] qui vont nous étre
utiles.

Soit z un point dans Z" et F = {f},..., fx} une sous-
famille de B. Nous définissons le bloc associé au couple
(z,F) dans Z" de la fagon suivante :

- Card(F) .
S@F) = e+ L5 7 hf; | o€ {01}V €
[1,Card(F)]}.

Nous dirons qu’un bloc est de dimension k dans 7" ssi
ce dernier est associé a une famille de vecteurs 7 C B de
dimension k, et nous le noterons S.

L’ensemble des blocs inclus dans un sous-ensemble £ C
7" est noté :

B(E)={S(z,F) |z€Z",F CB,S(z,. F) C £}
Soit S; un bloc de dimension k € [1,n] dans Z".

L’antagoniste d’un point z € S; dans Sy est le point
antagg, (z) € Z" tel que :

antagg, () = {' € S¢ | | —zl]» = max Iz —zll2}-
4 k

De plus, soient z,7 deux points (3" — 1)-adjacents dans
7", alors on dénotera par B(z,7’) le plus petit bloc (au sens
de Iinclusion) dans Z" contenant le couple {z,7’}.

Notez que I’antagoniste du point p dans un bloc S; de
dimension k € [1,n] existe et est unique.

3.2. Configurations critiques et bien-composé

Nous pouvons désormais introduire la notion de configu-
ration critique en dimension 7.

Figure 2: Exemples de configurations critiques 2D,3D, et
4D dans un espace de dimension 4.
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Définition 1 (Configurations critiques dans Z") Soit X un
sous-ensemble de Z". Nous dirons que X contient une confi-
guration critique ssi il existe un bloc S, € B(Z"), k € [2,n],
et un point p € Sy tel que X NSy = {p,antagg, (p)}, ou tel
que X“ NSy = {p,antagg, (p)}. Dans le premier cas, nous
dirons que X NSy est une configuration critique primaire, et
dans le deuxieme cas que X NS est une configuration cri-
tique secondaire.

Des exemples de configurations critiques dans un espace
de dimension 4 sont représentés dans la figure 2.

Définition 2 (Bien-composé dans Z") Soit X un sous-
ensemble de Z". Nous dirons que X est bien-composé ssi il
ne contient pas de configurations critiques.

Nous noterons que X C Z" est bien-composé ssi X est
bien-composé.

3.3. Caractérisation du bien-composé pour les
ensembles en dimension n

Introduisons maitenant notre caractérisation du bien-
composé a base de 2n-chemins.

o

@

Figure 3: Pour tout ensemble bien-composé X C 7", lors-
qu’un point p et son antagoniste p' sont tous deux dans X,
alors ils sont tous deux connectés par un 2n-chemin 7 inclus
dans X N B(p,p’).

Théoréeme 1 (Caractérisation des ensembles bien-
composés en dimension n) Soit X un ensemble dans Z".
Alors X est bien-composé ssi pour tout couple d’antago-
nistes (p,p’) qui est dans X (respectivement dans X°), il
existe un 2n-chemin dans X N B(p, p’) (respectivement dans
X“NB(p,p")) les connectant.

Ce théoreme est détaillé dans la figure 3.

Corollaire 1 (Equivalence des connexités dans les
ensembles bien-composés) Soit X C Z" un ensemble
bien-composé. Soient p et p’ deux points de X tels qu’ils
sont connectés par un (3" — 1)-chemin dans X, alors il
existe aussi un 2n-chemin dans X joignant p et p’. Autre-
ment dit, les connexités d’un ensemble bien-composé sont
équivalentes, i.e., ’ensemble de ses composantes connexes
est le méme quelque soit la connexité choisie.

© GéoDis 2014.

4. Caractérisation des images bien-composées

Nous rappellerons la notion de coupes inférieures et
supérieures présentées dans [GCCN13], cela afin de pouvoir
définir ce que la notion de bien-composé représente pour
une image.

4.1. Définition des coupes d’une image

Définition 3 (Coupes d’une image en dimension 7) Soient
u:D C7Z" — R une image réelle et A € R. Alors on définit
les ensembles suivants :

Ces ensembles sont respectivement dénommés coupe su-
périeure stricte, coupe inférieure stricte, coupe supérieure
large, coupe inférieure large, et coupes d’isoniveau.

Définition 4 (Images binaires nD bien-composées
[Gér13]) Soit up;, : D C Z" — {0,1} une image binaire.
upin est dite bien-composée ssi les ensembles [up;, = 1] et
[upin = O] sont bien-composés.

Définition 5 (Images réelles nD bien-composées [Gér13])
Soit u : D C Z" — R une image réelle. Nous dirons que u
est bien-composée ssi pour tout A € R les ensembles [u <,
[u>A], [u <A et [u> A] sont bien-composés.

4.2. Quelques lemmes utiles

Nous présentons ici quelques lemmes qui nous seront
trés utiles par la suite, en particulier pour montrer a quel
point il peut étre important que le domaine sur lequel nos
images sont définies soient des hyperrectangles, et en quoi
cela intervient dans la notion de bien-composé.

Lemme 1 (Images bien-composées et finitude de leur do-
maine de définition) Soit u : D C Z" — R une image réelle
définie sur un domaine D fini. Alors u est bien-composé
sur D ssi pour tout A € R, [u < A] et [u > A] sont tous deux
bien-composés (ou de maniere équivalente ssi [u > A] et
[u < A] sont tous deux bien-composés).

Soit une suite de n intervalles Z = (Iy,...,I,) dans Z.
Alors I’ hyperrectangle H associé a T est le produit cartésien
Q7 L. H est dit borné ssi tous ses intervalles associés sont
bornés dans Z.

Lemme 2 (Une particularité des hyperrectangles bornés)
Soit H un hyperrectangle borné dans Z" avec n > 2 fini. Soit
alors deux ensembles X et Y formant une partition de H.
Alors X est bien-composé ssi Y est bien-composé.
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Désormais, nous supposerons que D est une hyperrec-
tangle borné dans Z", avec n > 1 fini.

Lemme 3 (Image réelle définie sur un hyperrectangle
borné en dimension finie) Soit u : D — R une image réelle.
Alors u est bien-composée ssi pour tout A € R la coupe
[u < A] est bien-composée (ou de fagon équivalente ssi pour
tout A € R la coupe [# > A] est bien-composée).

Passons maintenant a la caractérisation du bien-composé,
la définition étant posée.

4.3. Caractérisation du bien-composé pour les images
réelles nD

Rappelons la caractérisation des images bien-composées
2D de Latecki de 1995 [LER95] : une image réelle
w:DCZ>— Rest bien-composée ssi pour tout bloc S, tel

c d
et intvl(b,c) vérifient la relation intvl(a,d) Nintvl(b,c) # 0.

que u| 5, = ( a b ), les intervalles associés ¥ intvl(a,d)

Rappelons aussi que I’opérateur span: E C Z+— P(Z) est
défini de la fagon suivante : span{E} = [min(E), max(E)].

En 2014, dans [BGN14], nous avons alors proposé une
extension de cette caractérisation des images réelles a la
3D de la facon suivante : soit u : D C 7 — R une image
réelle. Alors u est bien-composée sur D ssi pour tout bloc
c dla b
g h f
suivantes (voir la figure 4) sont satisfaites :

S3 € B(D), avec u|SW =

) , les relations

intvl(a,d)Nintvl(b,c) # 0 (P1)
intvl(e,h) Nintvl(g, f) # 0 (P2)
intvl(a, f) Nintvl(b,e) # 0 (P3)
intvl(c,h)Nintvl(g,d) # 0 (P4)
intvl(a, g) Nintvl(e, c) 0 (P5)
intvl(b, h) Nintvl(f,d) # 0 (P6)
intvl(a,h) span{b,c,d,e, f,g} #0 (P7)
intvl(b, g)(\span{a,c,d,e, f,h} #D (P8)
intvl(c, f)(span{a,b,d,e,g,h} 0 (P9)
intvl(d,e)span{a,b,c, f,g,h} 0 (P10)

La figure 5 expose les ensembles de points mis en jeu
dans les relations ci-dessus.

Ainsi, nous proposons ici la caractérisation générale
suivante pour des images de dimension n, n > 2 fini :

Théoréme 2 (Caractérisation d’une image nD bien-
composée) Soit u : D C Z" — R une image réelle ot D est
un hyperrectangle borné dans un espace de dimension finie

1. Lintervalle associé au couple (x,y) € R? est défini par
intvl(x,y) = [min(x,y), max(x,y)].

n > 2. u est bien-composée ssi Vk € [2,n], VS, € B(D),
Vp € Si,¥p' € S tel que p' = antagg (p), la relation
suivante est vérifiée :

intvl(u(p),u(p’)) Nspan{u(p”) | p" € S\ {p.p'}} #0.

Notons par ailleurs que ce théoreme établit le lien
entre les images binaires bien-composées et les ensembles
bien-composés.

5. Conclusion

Notre principale contribution consiste donc en une
caractérisation du bien-composé pour les ensembles et
pour les images réelles en dimension n > 2 finie, ainsi
qu’en une propriété topologique essentielle des ensembles
bien-composés : 1’équivalence des connexités.
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S3. en niveaux de gris u restreinte a un bloc Ss.
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