
Algorithmes pour la véri�cation de formulesLTL
par l'appr ocheautomate

AlexandreDURET-LUTZ

Alexandre.Duret- Lutz@l ip6 .fr

16mars2004
1
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Partie I
Logique temporelle et automates Büc hi
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Logique propositionnelle : l'instant présent

La logiquepropositionnellepeutêtreutiliséepourcaractériserun instant.

r : feu rougeallumé

o : feuorangeallumé

v : feuvert allumé

r ^ o ^ v = , r ^ : o ^ : v = , : r ^ : o ^ v = , : r ^ : o ^ : v = .

Commentdireque précède ? Commentdirequele systèmenerestepastoujourssur ?

) besoindefaireapparaîtrele temps
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Logique monadique du premier ordre à un successeur

Lesvariablespropositionnellesdeviennentdesprédicatsunaires,paramétrésparle temps.

r (t), o(t), v(t) : feuxallumésà l'instant t
t + 1 : instantsuccesseurimmédiat
t � u : ordretotal surlesinstants
9t, 8t : quanti�cateursdupremierordre

:8 t:(r (t) ^ : o(t) ^ : v(t)) : le systèmenerestepastout le tempsdansla con�guration .

8t:(( : r (t) ^ o(t) ^ : v(t)) ) (r (t + 1) ^ : o(t + 1) ^ : v(t + 1))) :

toutecon�guration estimmédiatementsuivie de .

8t:9u:(t � u) ^ (: r (u) ^ : o(u) ^ v(u)) :

le systèmepassein�niment souventparla con�guration .
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Logique Temporelle Linéaire

Next X f f estvraieà l'instant suivant

Always G f f estvraiea tout instant

Eventually F f f seravraieàun instant(présentou futur)

Until f U g f esttoujoursvraiejusqu'àcequeg le soit

Équivalenteà la logiquemonadiquedu premierordreà unsuccesseur.

: G(r ^ : o ^ : v) : le systèmenerestepastout le tempsdansla con�guration .

G(( : r ^ o ^ : v) ) X(r ^ : o ^ : v)) : toutecon�guration estimmédiatementsuivie de .

G F(: r ^ : o ^ v) : le systèmepassein�niment souventparla con�guration .
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Vision « automate » des opérateur s LTL
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Ces automates ne sont pas composab les

G a a a a

F a > a >
a

>

>
a

>

>

G F a > a

>

>

a

a

>

a

G F a ^ G F b > a
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>

>

>
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a
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b
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Notations (1/2)

On notetraditionnellementAP (atomicpropositions) l'ensembledesvariablespropositionnelles
utiliséesdansla véri�cation d'un système.

Un mintermestuneconjonctiondanslaquelletouteslesvariablesapparaissentsousformepositive
ou négative.

Si AP = f p;qg, chaqueétatdusystèmevéri�e exactementl'un desquatremintermssuivants: p^ q,
p ^ : q, : p ^ q, : p ^ : q.

2AP désignel'ensembledespartiesdeAP , soit2AP = ff p;qg; f pg; f qg; ;g .

Il existeunebijectionentre2AP et l'ensembledesmintermssurAP .

f p;qg $ p ^ q

f pg $ p ^ : q

f qg $ : p ^ q

; $ : p ^ : q
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Notations (2/2)

TouteformulepropositionnellesurAP peutêtrevuecommeunedisjonctiondeminterms.
p � (p ^ q) _ (p ^ : q).

Demême,uneformulebooléennepeutêtrereprésentéeparun ensembled'élémentsde2AP .
p $ ff pg; f p;qgg

Nousdésigneronspar22AP
l'ensembledesformulespropositionnellessurAP .

Lesautomatesquel'on considèrereconnaissentdes! -motsde2AP , i.e., leslettressontdes
mintermset lesmotssontin�nis.

On simpli�e lesautomatesenreprésentantnonpasdesminterms,maisdesformules
propositionnellessurlesarcs.

q

p

> $
p ^ q

: p ^ q

p ^ q
p ^ : q

p ^ q
p ^ : q
: p ^ q

: p ^ : q
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Automates de Büc hi généralisés (étiquetés sur les états)

Dé�nition 1. Un automatedeBüchi généralisé(étiquetésur lesétats)estunsextuplet
A = h� ; Q; l ; � ; Q0; F i où
– � estun ensemble�ni delettres(pournousc'est � = 2AP , l'ensembledesmintermsdeAP ),
– Q estunensemble�ni d'états,
– l : Q 7! 2� n f;g estla fonctiond'étiquetage desétats(par desformulespropositionnelles),
– � � Q � Q estla relationdetransitiondel'automate,
– Q0 � Q estl'ensembledesétatsinitiaux,
– F = f F1; F2; : : : ; Fn g estunensembled'ensemblesd'étatsd'acceptation: 8i; Fi � Q.

> a

b

Les! -motsreconnusparl'automatesont
acceptésuniquements'ils traversentin�niment
souventunétatdechaqueensemble
d'acceptation.
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Automates de Büc hi généralisés étiquetés sur les transitions

Dé�nition 2. Un automatedeBüchi généraliséétiquetésur lestransitionsestunquintuplet
A = h� ; Q; � ; Q0; F i où
– � estun ensemble�ni delettres(pournousc'est � = 2AP , l'ensembledesmintermsdeAP )
– Q estunensemble�ni d'états,
– � � Q � (2� n f;g ) � Q estla relationdetransitiondel'automate(chaquetransitionest

étiquetéepar uneformulepropositionnelle),
– Q0 � Q estl'ensembledesétatsinitiaux,
– F = f F1; F2; : : : ; Fn g estunensembled'ensemblesd'étatsd'acceptation: 8i; Fi � Q.

>

>

>

a

a

a

b
b

b

Les! -motsreconnusparl'automatesont
acceptésuniquements'ils traversentin�niment
souventunétatdechaqueensemble
d'acceptation.
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Automates de Büc hi généralisés avec transitions d'acceptation

Dé�nition 3. Un automatedeBüchi généraliséavectransitionsd'acceptationsestunquintuplet
A = h� ; Q; � ; Q0; F i où
– � estun ensemble�ni delettres(pournousc'est � = 2AP , l'ensembledesmintermsdeAP )
– Q estunensemble�ni d'états,
– � � Q � (2� n f;g ) � Q estla relationdetransitiondel'automate(chaquetransitionest

étiquetéepar uneformulepropositionnelle),
– Q0 � Q estl'ensembledesétatsinitiaux,
– F = f F1; F2; : : : ; Fn g estunensembled'ensemblesdetransitionsd'acceptation: 8i; Fi � � .

> b

a Les! -motsreconnusparl'automatesont
acceptésuniquements'ils traversentin�niment
souventunetransitiondechaqueensemble
d'acceptation.
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Dégénéralisation d'automates de Büc hi

OnsouhaitetransformerunautomatedeBüchiavecn ensemblesd'acceptationsenunautomateavec
un seulensembled'acceptation.

> a

b
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Dégénéralisation d'automates de Büc hi

Premièreétape: ondupliquel'automaten + 1 fois, enlaissantlesétatsinitiaux surla premièrecopie.

> a > a > a

b b b

AlexandreDURET-LUTZ 15



Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Dégénéralisation d'automates de Büc hi

Secondeétape: dansla i e copiedel'automate,lestransitionssortantesdesétatsappartenantà l' i e

ensembled'acceptation(F i ) sontredirigéesversla copiesuivante.

> a > a > a

b b b
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Dégénéralisation d'automates de Büc hi

Secondeétape: dansla i e copiedel'automate,lestransitionssortantesdesétatsappartenantà l' i e

ensembled'acceptation(F i ) sontredirigéesversla copiesuivante.

> a > a > a

b b b
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Dégénéralisation d'automates de Büc hi

Troisièmeétape: lestransitionssortantesdetouslesétatsdela dernièrecopiedel'automatesont
redirigéesversla 1re copie.

> a > a > a

b b b
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Dégénéralisation d'automates de Büc hi

En�n : l'ensembled'acceptationestconstituédetouslesétatsdela dernièrecopiedel'automate.
Notes:
– onpeutfairemieux
– celamarcheaussipourlesautomatesavectransitionsd'acceptation

> a > a > a

b b b
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Propriétés des automates de Büc hi

LesautomatesdeBüchi,étiquetéssurlesétatsou lestransitions,avecétatsou transitions
d'acceptation,généralisésounon,sonttousaussiexpressifs.I.e., ils peuventreconnaîtrelesmêmes
langages(pasforcementavecautantd'étatsoudetransition).

D'autrepartleslangagesreconnaissablespardesautomatesdeBüchi
– sontclosparunion(évident)
– sontclosparintersection(produitsynchronisé)
– sontclosparcomplémentation(dif�cile àmontrer)

[Constructionconnueencn 2
avecc > 1 et n le nombred'étatsdel'automateàcomplémenter.]

– ont leur videdécidable
Un automatedeBüchin'estpastoujoursdéterminisable.
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Un automate de Büc hi n'est pas toujour s déterminisab le

A = ~

| ;~

~ L (A) = (| + ~ )?~ !

Supposonsqu'il existeunautomatedéterministeB = hf| ; ~g ; Q; � ; f q0g; F i avecunseul
ensembled'acceptation,tel queL (B ) = L (A).

u0 = ~ ! 2 L (A), doncil existeun pré�xe �ni v0 deu0 qui amènel'automateB dansF .
u1 = v0|~ ! 2 L (A), doncil existeunpré�xe �ni v0| v1 deu1 qui amènel'automateB dansF .
...
un = vn � 1|~ ! 2 L (A), doncil existeunpré�xe �ni v0| v1| � � � | vn deun qui amène
l'automateB dansF .

PuisqueQ est�ni, il existei et j , 0 6 i < j , telsquelesmotsv0| v1| � � � | vi et
v0| v1| � � � | vi | � � � | vj conduisentaumêmeétat.

Doncm = v0| v1| � � � | vi (| � � � | vj )! estacceptéparB .
Or m contientunein�nité de| , il nepeutpasappartenirà L (A) !
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

S1S : Logique monadique du second ordre à un successeur

r (t), o(t), v(t) : feuxallumésà l'instant t
0 : instantinitial
t + 1 : instantsuccesseurimmédiat
t � u : ordretotal surlesinstants
9t, 8t : quanti�cateursdupremierordre
92X , 82X : quanti�cateursdusecondordre
t 2 X : appartenanced'unevariabledupremierordrea unevariabledusecond

92X : (0 2 X ^ (8t:(t 2 X ) (: (t + 1 2 X ) ^ (t + 1 + 1 2 X )))))
| {z }

P air (X )

92X :Pair (X ) ^ 8t:(t 2 X ) r (t)) : le feu rougedoit toujoursêtrealluméauxinstantspairs.

r >
r

>

r

>
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Lien entre LTL et automates de Büc hi

LTL AutomatesdeBüchi

= =

Logiquemonadiquedupremierordre & Logiquemonadiquedusecondordre
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Logiquetemporelleet automatesdeBüchi DEA SIR2004

Model checking : appr oche automate

modèleM dehautniveau propriététemporelle'véri�cation

! -automateAM
L (AM )

traduction

! -automateA: '

L (A: ' )

traduction

produitsynchroniséAM 
 A: '

L (AM 
 A: ' ) = L (AM ) \ L (A: ' )

' véri�ée
M j= '

oui emptinesscheck

L (AM 
 A: ' ) ?= ;
contre-exemple

! 2 L (AM 
 A: ' )
non
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Partie II
Traduction de form ules LTL en automates de Büc hi généralisés
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Généalogie des méthodes par tableau pour la traduction LTL

...1983

1985

ETL decision procedure
Vardi et Wolper, 1983

decision procedure for full PTL
Kesten et al., 1993

simple on-the-fly verification of LTL
Gerth et al., 1995

PdV symbolique sur LTL
Couvreur, 2000

1993

tableau method for TL
Wolper, 1985

on-the-fly verification of LTL
Couvreur, 1999

1995

1999 improved automata generation for LTL
Danielle et al., 1999

2000 Wring
Somenzi et Bloem, 2000

From States to Transitions
Giannakopoulou et Lerda, 20022002

analytic tableau
Smullyan, 1968

semantic tableau
Beth, 1959
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Méthode des tableaux pour la logique propositionnelle

Uneformulepropositionnelle' est-ellevraie?

Idée: mettre: ' sousformenormaledisjonctive. ' estvraiesi : ' n'estpassatis�able.

formule 1er �ls 2e �ls

:: f f f g

:> f ? g

:? f > g

f ^ g f f ; gg

f _ g f f g f gg

: (f ^ g) f : f g f : gg

: (f _ g) f : f ; : gg
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Tableau de : ' pour prouver ' = : (: A _ B) _ (: (A ^ C) _ (B ^ C))

f : (: (: A _ B ) _ (: (A ^ C) _ (B ^ C))) g

f :: (: A _ B ); : (: (A ^ C) _ (B ^ C))g

f : A _ B ; : (: (A ^ C) _ (B ^ C))g

f : A _ B ; :: (A ^ C); : (B ^ C)g

f : A _ B ; A ^ C; : (B ^ C)g

f : A _ B ; A; C; : (B ^ C)g

f : A; A; C; : (B ^ C)g f B ; A; C; : (B ^ C)g

f B ; A; C; : B g f B ; A; C; : Cg
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Méthode des tableaux pour LTL

formule 1er �ls 2e �ls

:: f f f g

:> f ? g

:? f > g

f ^ g f f ; gg

f _ g f f g f gg

: (f ^ g) f : f g f : gg

: (f _ g) f : f ; : gg

: X f f X : f g

f U g f gg f f ; X(f U g)g

: (f U g) f : f ; : gg f : g; X : (f U g)g

. . . . . .
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Tableau pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (b U : a) ;b U : ag
f X a;: ag

5. ;
f ag

7. ;
;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a;b;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a; : ag 9. f bU : ag

f a;b; X(b U : a)g

10. ;
f bU : ag

11. f bU : ag
f: ag 12. f bU : ag

f b;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Tableau pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a;: ag

5. ;
f ag

7. ;
;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a;b;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f bU : ag

f a;b;X(b U : a)g

10. ;
f b U : ag

11. f b U : ag
f: ag 12. f b U : ag

f b;X(bU : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Tableau pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (b U : a)g

2. f (X a)^ (b U : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a;: ag

5. ;
f ag

7. ;
;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a;b;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f bU : ag

f a;b;X(b U : a)g

10. ;
f bU : ag

11. f b U : ag
f : ag 12. f b U : ag

f b;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Tableau pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (b U : a) ;b U : ag
f X a;: ag

5. ;
f ag

7. ;
;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a;b;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f b U : ag

f a;b;X(bU : a)g

10. ;
f b U : ag

11. f bU : ag
f : ag 12. f bU : ag

f b;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

! -Automate sur états pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a; : a g

5. ;
f a g

7. ;

;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag

f X a; b ;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f b U : ag

f a; b ;X(b U : a)g

10. ;
f b U : ag

11. f b U : ag
f : a g

12. f bU : ag

f b ;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

! -Automate sur états pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a; : a g

5. ;
f a g

7. ;

;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag

f X a; b ;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f b U : ag

f a; b ;X(b U : a)g

10. ;
f b U : ag

11. f b U : ag
f : a g

12. f bU : ag

f b ;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

! -Automate sur états pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a; : a g

5. ;
f a g

7. ;

;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag

f X a; b ;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f b U : ag

f a; b ;X(b U : a)g

10. ;
f b U : ag

11. f b U : ag
f : a g

12. f bU : ag

f b ;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

! -Automate sur états pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a; : a g

5. ;
f a g

7. ;

;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag

f X a; b ;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f b U : ag

f a; b ;X(b U : a)g

10. ;
f b U : ag

11. f b U : ag
f : a g

12. f bU : ag

f b ;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

! -Automate sur transitions pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a; : a g

5. ;
f a g

7. ;

;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag

f X a; b ;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f b U : ag

f a; b ;X(b U : a)g

10. ;
f b U : ag

11. f b U : ag
f : a g

12. f bU : ag

f b ;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

! -Automate sur transitions pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a; : a g

5. ;
f a g

7. ;

;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag

f X a; b ;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f b U : ag

f a; b ;X(b U : a)g

10. ;
f b U : ag

11. f b U : ag
f : a g

12. f bU : ag

f b ;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

! -Automate sur transitions pour (X a) ^ (bU : a)

1. ;
f (X a)^ (bU : a)g

2. f (X a)^ (bU : a)g
f X a;b U : ag

3. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag
f X a; : a g

5. ;
f a g

7. ;

;

4. f (X a)^ (bU : a) ;b U : ag

f X a; b ;X(b U : a)g

6. ;
f a;b U : ag

8. f b U : ag
f a;: ag 9. f b U : ag

f a; b ;X(b U : a)g

10. ;
f b U : ag

11. f b U : ag
f : a g

12. f bU : ag

f b ;X(b U : a)g
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TraductiondeformulesLTL enautomatesdeBüchi généralisés DEA SIR2004

Schéma de traduction en trois phases

PhaseI : Pré-traitementsdela formule.
– Optimisationdela formule.

Parex. a U F b  F b.
Réécritureà faiblecoût,qui simpli�e le travail detraductionparla suite.

– Misesousformenormalenégative (aussiappeléeformenormalepositive).
Onpousselesnégationsdevantlespropositionsatomiques:
parex. : G F b  F G : b.
Nécessairepourcertainsalgorithmesdetraduction.

– . . .

PhaseII : La traductionelle-même.
À partir d'uneformuleLTL, onproduitunautomate.

PhaseIII : Post-traitementsdel'automate.
– Simpli�cations del'automate(parex. testsdesimulation).
– Conversiondel'automate(parex. dégénéralisation).
– . . .
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Partie III
Diagrammes de décision binaires
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Formes normales disjonctive et conjonctive

Touteformulebooléenne' peutsemettresous

– formenormaledisjonctive (FND) :

' =
_

i

^

j

l ij

– formenormaleconjonctive (FNC) :

' =
^

i

_

j

l ij

Cesformesnormalesnesontpasuniques:

(c , b) ) (a , b) = (a ^ b) _ (: a ^ c) _ (: b^ c) (FND)

= (: a ^ : b) _ (a ^ c) _ (b^ : c) (FND)

= (: a _ b_ c) ^ (a _ : b_ : c) (FNC)
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Forme normale if-then-else

Soit l'opérateurternairesuivant:

ITE(condition; alors; sinon) = (condition ^ alors) _ (: condition ^ sinon)

Touslesopérateursclassiquespeuvents'exprimerà l'aide decetopérateur(etdesvariablesainsique
> et ? ). On peutdeplusimposerquelesconditionssoienttoutesdesvariables(positives),etqueles
variablesn'apparaissentpasendehorsdesconditions.

p = ITE(p;> ; ? )

: p = ITE(p;? ; > )

p , q = ITE(p; ITE(q; > ; ? ); ITE(q; ? ; > ))

p _ q = ITE(p;> ; ITE(q; > ; ? ))

(c , b) ) (a , b) = ITE(a; ITE(b;> ; ITE(c;> ; ? )) ; ITE(c; ITE(b;? ; > ); > ))

= ITE(b;ITE(c; ITE(a; ? ; > ); > ); ITE(a; ITE(c;> ; ? ); > ))
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Arbre de décision

(c , b) ) (a , b) = ITE(b;ITE(c; ITE(a; ? ; > ); > ); ITE(a; ITE(c;> ; ? ); > ))

b

a

0

c

1

1

0

c

1

1

0

a

1

0

0

1

1

0

0

1

1
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

BDD : binar y decision diagrams

LesBDD sontdesgraphesacycliquescorrespondantàdesformesnormalesif-then-elseavecles
contraintessuivantes:

– lesvariablessonttestéesdansunordre�xé
– lessous-graphesidentiquessontidenti�ées
– aucuntestinutile (ITE(t; f ; f )) n'esteffectué
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Exemple (1/3) : représentation de f = (a _ b) ^ c

a b c f

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

a

b

0

b

1

c

0

c

1

c

0

c

1

0

0

0

1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Exemple (2/3) : identi�cation des sous-graphes identiques

a

b

0

b

1

c

0

c

1

c

0

c

1

0

0 1 0

1

1 0 10 1

a

b

0

b

1

c

0

c

1 1 0

0

0 1 0

1

1
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Exemple (3/3) : suppression des tests inutiles

a b c f

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

a

b

0

c

1

1

0

0

0

1

1
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Canonicité

Pourunordredevariablesdonné,touteformulepropositionnellepossèdeunereprésentationBDD
unique.

Testerl'équivalencededeuxformulespropositionnellerevientà testerl'égalitédeleurs
représentationBDD.

En particulier, il existeuneuniquereprésentationdela formule> : le BDD constituéduseulnœud
1 .

Uneformuleestunetautologiesi sonBDD est 1 .
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Partage inter -form ules

Un mêmegraphepeutservirdesupportà plusieursformules.

f = (a _ b) ^ c

g = a ^ b^ c

h = b_ c

Testerl'équivalencededeuxBDD sefait en
tempsconstant.

f

a

b

0

c

1

g

a

1

0

0

h

b

0

1

1

1

0

0 1
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Manipulation des BDD

On saitdé�nir lesconstanteset opérateurssuivantsdirectementsurlesBDD.

> , ?
v, : v
f ^ g, f _ g, f , g, f ) g, . . .
f [0=v], f [1=v] (substitutiond'unevariableparunevaleur)
f [g=v] (composition)
9v:f = f [0=v] _ f [1=v] (suppressiond'unevariableparquanti�cationexistencielle)
8v:f = f [0=v] ^ f [1=v] (suppressiond'unevariableparquanti�cationuniverselle)
onesat(f ) (retourneuneconjonctionqui satisfait f )

Et bienplus...

Cesopérationssedé�nissentrécursivementsurla structuredegraphedesBDD.

Utilisationd'un cached'opérations.
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Comple xités (pire cas)

formulesbooléennes
satis�abilité : O(2j f j )
tautologie: O(2j f j )

O(2 j f j )
O(2 j f j )

O(2 j f j )

FND
satis�abilité : O(jf j)
tautologie: O(2j f j )

FNC
satis�abilité : O(2j f j )

tautologie: O(jf j)

BDD
satis�abilité : O(1)
tautologie: O(1)

AutresopérationssurlesBDD :

opération complexité

f 1hbinopi f 2 O(jGf 1 j � jGf 2 j)

f [0=v], f [1=v] O(jGf j)

f 1[f 2=v] O(jGf 1 j2 � jGf 2 j)

: f O(1)

onesat(f ) O(jGf j)

jGf j, la taille dugraphereprésentantla formulef , estsensibleà l'ordre devariableschoisi.
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Diagrammesdedécisionbinaires DEA SIR2004

Intérêt ?

De trèsnombreuxproblèmespeuventserameneràdesmanipulationsdefonctionsbooléennes.
– minimisationdeformules
– optimisationdecircuits
– représentationd'ensembles
– programmationparcontrainte
– relationdetransitions
– . . .

LesBDD fournissent:
– uneformecanonique,qui permetd'effectuerdestestsd'équivalenceentempsconstant
– unereprésentationmémoirefavorisantle partageentrelesformulesmanipulées(restele problème

duchoixdel'ordre)
– uncached'opérations,qui accélèrelescalculsrépétitifs

Denombreusesvariantesexistent.
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TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Partie IV
Traduction symbolique de form ules LTL

en automates de Büc hi généralisés
(Couvreur 99)
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TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Avant-pr opos

– OnvagénérerunautomatedeBüchiavectransitionsd'acceptation(puisqu'ilssontpluspetits).
– Lesrèglesdetableaupourla logiquepropositionnelleserontreplacéesparuneutilisationdes

BDD (aveclesBDD, décidersi uneformuleestsatis�ableestimmédiat).
– Un calculd'impliquantspremiers(lorsdela misesousformenormaledisjonctive)permetde

limiter le nombredesuccesseursd'un état.
– Onconserve lesrèglesdetableaupourLTL, maismodiféeslégèrementpourreprésenterles

promessesexplicitement.

g p

q

: p

i

f

p

q

j

h
q

k

f = (p ^ X g) _ (q ^ X h)

g = (p ^ X i ) _ (q ^ X j ) _ (: p ^ X k)

h = q ^ X k
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TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Système de réécritures

La formuleà traduireenBDD estsupposéesousformenormalenégative.

r ewr ite(> ) = >

r ewr ite(? ) = ?

r ewr ite(p) = Var[p]

r ewr ite(: p) = : Var[p]

r ewr ite(f _ g) = r ewr ite(f ) _ r ewr ite(g)

r ewr ite(f ^ g) = r ewr ite(f ) ^ r ewr ite(g)

r ewr ite(X f ) = Next[f ]

r ewr ite(f U g) = r ewr ite(g) _ (Prom[g] ^ r ewr ite(f ) ^ Next[f U g])

r ewr ite(F g) = r ewr ite(g) _ (Prom[g] ^ Next[F g])

r ewr ite(f R g) = r ewr ite(g) ^ (r ewr ite(f ) _ Next[f R g])

r ewr ite(G g) = r ewr ite(g) ^ Next[G g]
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TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Exemple de réécriture

r ewr ite((X a) ^ (bU : a)) = r ewr ite(X a) ^ r ewr ite(bU : a)

= Next[a] ^ (r ewr ite(: a) _ (Prom[: a] ^ r ewr ite(b) ^ Next[bU : a]))

= Next[a] ^ (: Var[a] _ (Prom[: a] ^ Var[b] ^ Next[bU : a]))
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Exemple de réécriture

r ewr ite((X a) ^ (bU : a)) = r ewr ite(X a) ^ r ewr ite(bU : a)

= Next[a] ^ (r ewr ite(: a) _ (Prom[: a] ^ r ewr ite(b) ^ Next[bU : a]))

= Next[a] ^ (: Var[a] _ (Prom[: a] ^ Var[b] ^ Next[bU : a]))

Mise sousformenormaledisjonctive (enpratique,calculd'impliquantspremierssurle BDD
représentantla formule).

r ewr ite((X a) ^ (bU : a)) = (: Var[a] ^ Next[a]) _ (Prom[: a] ^ Var[b] ^ Next[a] ^ Next[bU : a])

AlexandreDURET-LUTZ 59



TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Exemple de réécriture

r ewr ite((X a) ^ (bU : a)) = r ewr ite(X a) ^ r ewr ite(bU : a)

= Next[a] ^ (r ewr ite(: a) _ (Prom[: a] ^ r ewr ite(b) ^ Next[bU : a]))

= Next[a] ^ (: Var[a] _ (Prom[: a] ^ Var[b] ^ Next[bU : a]))

Mise sousformenormaledisjonctive (enpratique,calculd'impliquantspremierssurle BDD
représentantla formule).

r ewr ite((X a) ^ (bU : a)) = (: Var[a] ^ Next[a]) _ (Prom[: a] ^ Var[b] ^ Next[a] ^ Next[bU : a])

(X a) ^ (bU : a)
: a b;Prom[: a]

a a ^ (bU : a)
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TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Automate récrit complètement

r ewr ite((X a) ^ (bU : a)) = (: Var[a] ^ Next[a]) _ (Prom[: a] ^ Var[b] ^ Next[a] ^ Next[bU : a])

r ewr ite(a) = Var[a]

r ewr ite(> ) = >

r ewr ite(a ^ (bU : a)) = Prom[: a] ^ Var[a] ^ Var[b] ^ Next[bU : a]

r ewr ite(bU : a) = : Var[a] _ (Prom[: a] ^ Var[b] ^ Next[bU : a])

(X a) ^ (bU : a)
: a b; Prom[: a]

a

a

a ^ (bU : a)

a^ b; Prom[: a]

>

>

(bU : a)

b; Prom[: a]

: a
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TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Automate de Büc hi généralisé correspondant

(X a) ^ (bU : a)
: a b; Prom[: a]

a

a

a ^ (bU : a)

a^ b; Prom[: a]

>

>

(bU : a)

b; Prom[: a]

: a

: a b

a a^ b

> b

: a

PourchaquepromessePr om[f ], un ensemble
d'acceptationFf estcréé.Il contienttoutesles
transitionsnonétiquetéesparPr om[f ].
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TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Algorithme de traduction

ltl_to_tgba_fm ( f )

todo  f f g; all_acc  ; ; a  new automaton ; a. set_initial_state ( f )

while ( todo 6= ; )

here  todo.remove_one ()

forall i 2 pr ime_impl icants_of (r ewr ite(here))

Put i as
V

v2 V Var[v] ^
V

v2 V 0 : Var[v] ^
V

a2 A Prom[a] ^
V

n 2 N Next[n]

dest  
V

n 2 N n

if : a. has_state ( dest)

todo. insert ( dest)

a. add_transition (source : here, destination : dest,

cond :
V

v2 V v ^
V

v2 V 0 : v, promises : A)

all_acc  all_acc[ A

forall t in a. transitions ()

t.acceptance_condition s  all_accn t.promises

return a
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TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Remarques

Au lieu d'identi�er lesétatsdel'automateavecdesformulesLTL f ou g, il estpréférabledeles
identi�er avecleursréécrituresBDDesque(r ewr ite(f ) et r ewr ite(g)), qui ont uneforme
canonique.

Cetteconstructionpeutêtrefaiteà la volée: onconstruitlesétatsdel'automateaufur età mesure
desbesoins.
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TraductionsymboliquedeformulesLTL enautomatesdeBüchigénéralisés DEA SIR2004

Model checking : appr oche automate

modèleM dehautniveau propriététemporelle'véri�cation

! -automateAM
L (AM )

traduction

! -automateA: '

L (A: ' )

traduction

produitsynchroniséAM 
 A: '

L (AM 
 A: ' ) = L (AM ) \ L (A: ' )

' véri�ée
M j= '

oui emptinesscheck

L (AM 
 A: ' ) ?= ;
contre-exemple

! 2 L (AM 
 A: ' )
non
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Partie V
Test de vacuité d'un automate de Büc hi généralisé
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Emptiness-c heck

Différentsalgorithmespourdifférentstypesd'automates.

AutomatedeBüchi
généraliséavec

transitionsd'acceptation

AutomatedeBüchi
généraliséavec

étatsd'acceptation

traduction dégéneralisationAutomatedeBüchi
classiqueavec

étatsd'acceptation

dégéneralisation

Tarjan modi�é
(Couvreur 99)

Doublerechercheenprofondeur
généralisée

(Tauriainen03)

Doublerechercheen
profondeur

(Godefroid93)
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1

A 1 ;A 2

A 2 A 1

A 2

A 1

1
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

A 2 A 1

A 2

A 1

1

2
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

A 2 A 1

A 2

3
A 1

1

2
A 1 ;A 2

3
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

A 2 A 1

A 2

3
A 1

4

1

2
A 1 ;A 2

3
A 1

4
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

A 2 A 1

A 2

3
A 1

3

1

2
A 1 ;A 2

3 A1
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

A 2 A 1

A 2

3
A 1

3

1

2
A 1 ;A 2

3 A1
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

A 2 A 1

A 2

3
A 1

3

1

2
A 1 ;A 2

3 A1
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

A 2 A 1

A 2

�
A 1

�

1

2
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

5

A 2 A 1

A 2

�
A 1

�

1

2

5
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

5 6

A 2 A 1

A 2

�
A 1

�

1

2

5

6
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

5 6

A 2 A 1

A 2

�
A 1

�

1

2

5

6
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

5 6

A 2 A 1

A 2

�
A 1

�

1

2

5

6

AlexandreDURET-LUTZ 79



Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

5 6

A 2 A 1

A 2

�
A 1

� 7

1

2

5

6

7
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

5 6

A 2 A 1

A 2

�
A 1

� 7

1

2

5

6

7
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2

A 1 ;A 2

5 6

A 2 A 1

A 2

�
A 1

� 7

1

2

5

6

7
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Exemple de recherche de CFC acceptante

1

2
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1 10
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1 12 11 6
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1 5 5 5
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Exemple de recherche de CFC acceptante : Remarques

– Nousavonsmontréqu'il existeunecomposantefortementconnexe acceptanteet accessible.
– Doncl'automateestsatis�able.
– Nousn'avonspasdecontre-exempleexplicite.
– Dansle pirecas,l'algorithmetraverseuneseulfois chaquetransition.
– Avecunautreordredeparcours,nousaurionspu répondreplusvite.
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1 6 5
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1 3 3
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A 2 A 1
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1 3 3 7
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A 2 A 1
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Exemple de recherche de CFC acceptante

1 3 3 3
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A 1 ;A 2

3 3

A 2 A 1

A 2

3

A 1
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2
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Exemple de recherche de CFC acceptante

En pratiqueil n'estutile derenuméroterquelesétatsdesCFCmortes.
Touteétiquette6 6 x < 11désigneun étatdela CFC6.

1 12 11 10

2

A 1 ;A 2

5 6

A 2 A 1

A 2

9

�
A 1

� 7 8

1

2

5

6 A1

11

12
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Testdevacuitéd'un automatedeBüchigénéralisé DEA SIR2004

Algorithme de recherche de CFC acceptante (1/3)

On netravaille passurlespropositionsdesarcs,maissurleurappartenanceauxensembles
d'acceptation.
PlutôtqueA = h� ; Q; � ; Q0; F i avec� � Q � 2� � Q,
on utiliseraA = hQ; � 0; Q0; F i avec� 0 � Q � 2F � Q.

emptiness_check ( hQ; � 0; q; F i ; H ; SCC; AC C) 7! f> ; ?g

hQ; � 0; q; F i estl'automateà explorer. Attention,il n'y a qu'un seulétatinitial, q.

H estunetabledehachagedesétatsvisités:
q 2 H si q estvisité,etdanscecas
H [q] estl'étiquette(2 N) associéeà l'état q (numérodevisite> 0, ou0 pourlesétatsmorts)
H . size 2 N estle nombred'étatsvisités

SCC estla pile deCFCtraversées,ellecontientdespaireshn; ai 2 N � 2F

hn; ai  SCC. pop () SCC. push ( hn; ai ) hni  SCC. top_n ()

AC C estla pile desconditionsd'acceptationsurlesarcsentrechacundesélémentsdeSCC
a  AC C. pop() AC C. push ( a)
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Algorithme de recherche de CFC acceptante (2/3)

emptiness_check ( hQ; � 0; q; F i ; H ; SCC; AC C)

if q 62H / / Nouvel et a t

H [q]  H . size + 1

SCC.push ( hH [q]; ;i )

forall ha; si : hq; a; si 2 � 0

AC C. push ( a)

if emptiness_check ( hQ; � 0; s;F i ; H ; SCC; AC C) = ?

return ?

if SCC.top_n () = H [q]

SCC.pop ()

mark_reachable_states_a s_d ead ( hQ; � 0; q; F i ; H )

return >

else

: : :

AlexandreDURET-LUTZ 104
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Algorithme de recherche de CFC acceptante (3/3)

emptiness_check ( hQ; � 0; q; F i ; H ; SCC; AC C)

if q 62H / / Nouvel et a t

: : :

else

if H [q] = 0 / / et a t mor t

AC C. pop()

return >

else / / et a t d ' une CFC de l a p i l e

all  ;

do

hn; ai  SCC.pop ()

all  all [ a [ f AC C:pop () g

until n 6 H [q]

SCC.push ( hn; all i )

return all 6= F
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