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w : premier ordinal infini

Les entiers naturels peuvent étre construits avec des ensembles :

0={}

1=1{0} = {{}}

2={0,1} = {3, {{}}}

3=10,1,2) = {{}, {1 {{} 33}

Tout entier correspond & un ensemble.
L'inclusion sur les ensembles se traduit par un ordre sur les entiers.
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w : premier ordinal infini

Les ordinaux peuvent étre construits avec des ensembles :

0={}

1=1{0} = {{}}

2={0,1} = {3, {{}}}

3=10,1,2) = {{}, {1 {{} 33}

n+1=nU{n}

w=N
w+1=NU{w}
Tout ordinal correspond a un ensemble.

L'inclusion sur les ensembles se traduit par un ordre sur les ordinaux.

(Paradoxe : les ordinaux ne forment pas un ensemble.)
Alexandre Duret-Lutz Veérification LTL 3/39



w-mots

Soient ¥ un alphabet (ensemble de lettres) et n € NU {w} un
ordinal.

Une séquence de taille n (ou n-mot) de ¥ est une fonction
o : [0, n[— X associant une lettre chaque entier naturel inférieur a n.

Notations :
> " I'ensemble des séquences de taille n,
Y* I'ensemble des séquences finies (n < w),
Y“ I'ensemble des séquences infinies (n = w),
Y =¥ U XY I'ensemble des séquences (n < w),
o' suffixe de o commencant 4 la position J :
o'(j) = o(i +j) pour les j tels que i +j < n,
ey la séquence de taille nulle sur *.
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Expressions w-rationnelles

L'ensemble des expressions w-rationnelles sur ¥, par induction :
@ un mot m € X*° est une expression w-rationnelle;
@ si wy et w;, sont deux expressions w-rationnelles, alors wy’, wy,
(w1 + wy) et (wy - wy) sont des expressions w-rationnelles.

Z(w), le langage d'une expression w-rationnelle w, est défini par

Z(m )—{m}

(W1+W2) W1 UX(W2)
( ) ={my-my | m € L(w1),m € L (w)}
L(wi) ={es}u | J{mo-my---m, | Vi <n me 2L(m)}

L) ={mo-my-my--- |VieN, me.ZL(m)}
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Logique des propositions : |'instant présent
La logique propositionnelle peut caractériser un instant.

r - feu rouge allumé
o : feu orange allumé

v : feu vert allumé

r/\o/\v:g,r/\ﬁo/\ﬁv:', ﬁr/\ﬁo/\v:!,

—rAN—-o/N\-wv =

Comment dire que a précéde '? '

Comment dire que le systéme ne reste pas toujours sur @7

= besoin de faire apparaitre le temps
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F1S : Logique monadique du 1" ordre a un succ.

Les prop. deviennent des prédicats unaires, paramétrés par le temps.

r(t), o(t), v(t) : feux allumés a I'instant t

t + 1 : instant successeur immédiat

t < u : ordre total sur les instants

dt, Vt : quantificateurs du premier ordre '

=Vt.(r(t) A—o(t) A—v(t)) : le systéme ne reste pas tout le temps
V. ((—r(t) Ao(t) A—v(t)) — (r(t+ 1) A —o(t + 1) A —v(t + 1))

Ve Ju.(t < u) A (—r(u) A—o(u) A v(w)) :
le systéme passe infiniment souvent par la configuration

toute configuration a est immédiatement suivie de '
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S1S : Logique monadique du 2™ ordre & un succ.

r(t), o(t), v(t) : feux allumés a l'instant t

0 : instant initial

t + 1 : instant successeur immédiat

t < u : ordre total sur les instants

dt, Vt : quantificateurs du premier ordre

X, ¥?X : quantificateurs du second ordre

t € X : appartenance d'une variable du premier ordre a une variable
du second

X (0eXA(Vt(teX = (=(t+1eX)A(t+1+1€X)))))

-

Pai‘r,(X)
F2X . Pair(X) AVt.(t € X — r(t)) : le feu rouge doit toujours étre
allumé aux instants pairs.
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LTL : Logique Temporelle a temps Linéaire

Next X f f est vraie a I'instant suivant
Always Gf  f est vraie a tout instant
Eventually Ff £ sera vraie a un instant (présent ou futur)
Until fUg f est toujours vraie jusqu'a ce que g le soit

Equivalente a la logique monadique du premier ordre & un successeur.

“G(rA—oA-wv): le systéme ne reste pas tout le temps '
G((—=rANoA-wv)— X(rA—oA-wv)): est tjs imm. suivi de '

GF(-rA—-oAVv): le systéme passe infiniment souvent par
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LTL : Logique Temporelle a temps Linéaire

Next X f{ f est vraie a l'instant suivant
Always Gf  f est vraie a tout instant
Eventually Ff £ sera vraie a un instant (présent ou futur)
Until fUg f est toujours vraie jusqu'a ce que g le soit

F., G et R (Release) peuvent &tre vus comme du sucre :
Ff=TUf
ng: —\(—\fU—\g)
Gf=-F-f==(TU—-f)=LRf

D’autre part on a :

- Xf=X=f
“Ff=G~f ~(fUg) = (-f)R(-g)
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Interprétation sur une séquence

Pour toute proposition atomique p; et toutes formules LTL £, et 5, la
satisfaction d'une formule LTL f par rapport a o € (247)“ est notée
o |= f et définie inductivement de la facon suivante :

ocEPp ssi p € 0(0)

o E -k ssi =(c = f1)

cE=hANGL ssiocl=fetolE=h

oEXf ssi o' = £

ol fiUf ssidi>0telqueo’ EhetVjec[0,i—1], ¢/ £

Le langage de la formule ¢ est I'ensemble des séquence infinies sur
24P qui satisfont .

Zap(p) ={o € (2*") |0 = ¢}
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Lien avec F1S

Notons p1, ps, ... les propositions atomiques de LTL, et

p1(t), p2(t), ... les prédicats correspondants en F1S. Une formule
LTL  correspond a I'expression F1S [f]o définie inductivement de la
facon suivante (ou f; et f, sont des formules LTL) :

[pile = pi(t)
[-Ale = —[Al:
[fl A fz]r = [fl]t A [fZ]t
[X fl]t = [fl]t+1
[(AUL]: = Fu((Vv.((t < v)A(v+1<uw)—[h]l) A[R]L)

(Le nom des variables u et v étant bien entendu choisi de facon
unique dans le cas ou plusieurs U sont imbriqués.)
OnaVoe (2, o = f < o E [flo.
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Forme Normale Positive

- Xf=X=f
~Gf =F~f ~(fRg) = (=) U(-g)

Les négations (—, mais aussi — et «>) ne portent que sur les
propositions atomiques.

-“G(rA—oAN-v) =

~GF(aVv-b) =

—(aU((b < Xc)Ud)) =
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Forme Normale Positive

- Xf=X=f
~Gf =F~f ~(fRg) = (=) U(-g)

Les négations (—, mais aussi — et «>) ne portent que sur les
propositions atomiques.
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Forme Normale Positive

- Xf=X=f
~Gf =F~f ~(fRg) = (=) U(-g)
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Forme Normale Positive

- Xf=X=f
~Gf =F~f ~(fRg) = (=) U(-g)

Les négations (—, mais aussi — et «>) ne portent que sur les
propositions atomiques.

~G(rA—oA-v)=F(=rVvoVvv)

- GF(aV-b)=FG(-aAb)

—(aU((b < Xc)Ud)) = (—a)R(((-bAXc)V (bAX=c))R(—d))
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Julius Richard Biichi (1924-1984)

1. Richard Bichi, 1982

Logicien et mathématicien suisse.
Thése a Zirich en 1950, s'installe aux USA ensuite.
Montre la décidabilité de S1S.
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Automates de Biichi

Un automate de Biichi est un sextuplet A= (¥, Q, Q% F.§,/) ou
@ X est un alphabet,
@ Q est un ensemble fini d'états,
@ Q¥ C Q est un ensemble d’états initiaux,
@ F C Q est un ensemble d'états d'acceptation,

@ §: Q29 est une fonction indiquant les successeurs d'un état,

—

non-vide de lettres.
~ do 01

Exemple avec AP = {a, b}, ¥ = 24P .
Alexandre Duret-Lutz Veérification LTL 14 / 39

o [: Q> 2%\ {0} étiquette chaque état par un ensemble
{ab, ab, ab, ab} {ab, ab}
q1



Automates de Biichi : langage

Les chemins de A :

Run(A)={qo-q1 @2~ € Q| qe QetVi>0,qi1€dq)}

Les chemins acceptants de A sont ceux qui traversent des états
d’acceptation infiniment souvent :

Acc(A) = {r € Run(A) |Vi >0, 3j > i, r(j) € F}

Un exécution de A est une séquence o € X pour laquelle il existe un
chemin acceptant qp - g1 - - - € Acc(A) dont les étiquettes en
contiennent les lettres : Vi € N, o(i) € I(q;).

Le langage de A est I'ensemble des exécutions de A :

LA ={ceX’|3q g1 g € Acc(A), Vi e N, (i) € I(g;)}
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Automate de Biichi : plus d'états acceptants

Exemple avec AP = {a, b}, ¥ = 24P :
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Automate de Biichi généralisé (GBA)

C'est un sextuplet A= (X, Q, Q% F,6,/) ou
@ F C 29 est un ensemble d’ensembles d’états d’acceptation,

do q1

Acc(A) = {r € Run(A) |VF € F, Vi >0, 3j > i, r(j) € F}
ZA)={ceX’|3q - -q1-q--- € Acc(A),VieN, o(i) € I(gi)}
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Dégénéralisation : exemple
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Dégénéralisation : exemple

o
G800
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Dégénéralisation : exemple
/—\\

=
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Dégénéralisation : exemple

A
HHH\

G0
¢
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Dégénéralisation : définition

Un automate de Biichi généralisé A= (X, Q, Q° {Fo, F1,..., Fr1},

d, 1) peut étre converti en un automate de Biichi non-généralisé
A/ — <27 Ql, Q/O’]_—/’ 5/’ //> oll

o O =09x|0,r]
e Q% =0 x {0}
o F'=0Qx{r}

° ¥(q,j) € @, I'((g,4)) = I(q)
e ¥(q,j) € @, ((q,4)) ={(d,8i(q)) | ' € 6(q)} avec

0 sij=r
Bi(q)=qj+1 sigeF
J sinon

Si A posséde n états accessibles, A" en posséde au pire n(r + 1).
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Dégénéralisation : définition

Un automate de Biichi généralisé A= (X, Q, Q° {Fo, F1,..., Fr1},
d, 1) peut étre converti en un automate de Biichi non-généralisé
A/ — <27 Ql, Q/O’]_—/’ 5/’ //> oll

o O =09x|0,r]
e Q% =0 x {0}
o F'=0Qx{r}

° ¥(q,j) € @, I'((g,4)) = I(q)
e ¥(q,j) € @, ((q,4)) ={(d,8i(q)) | ' € 6(q)} avec

J sij<r,q&F,
5(q) = max{n € [j,r] |Vk € [j,n],q € F} sij<r,qeF,
0 sij=r.qg¢ %o

max{n € [0,r] | Vk € [0,n],q € Fx} sij=r, g€ Fp

Si A posséde n états accessibles, A’ en posséde au pire n(r + 1).
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TGBA : GBA étiquetés sur les transitions

Un automate de Biichi généralisé étiqueté sur les transitions (TGBA)
est un automate de Biichi dans lequel les étiquettes sont portées par
les transitions et ou les conditions d’acceptation de Biichi
généralisées portent sur les transitions. C’est-a-dire un quintuplet
A= (X Q Q% F ) ou

@ X est un alphabet,

@ Q est un ensemble fini d’états,
@ Q¥ C Q est I'ensemble des états initiaux,

@ F est un ensemble fini d'éléments appelés conditions
d'acceptation,

0 0 C O x (25\ {0}) x 2% x Q est la relation de transition de
I'automate (chaque transition étant étiquetée par une formule
propositionnelle ainsi qu'un ensemble de conditions
d'acceptation).
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Propriétés des automates de Biichi

Les automates de Biichi, étiquetés sur les états ou les transitions,
avec états ou transitions d’acceptation, généralisés ou non, sont tous
aussi expressifs. l.e., ils peuvent reconnaitre les mémes langages (pas
forcement avec autant d'états ou de transitions).

D’autre part les langages reconnaissables par des automates de Biichi
@ sont clos par union (évident)
@ sont clos par intersection (produit synchronisé)

@ sont clos par complémentation (difficile 8 montrer)
Biichi (1960) : construction en 22° états,
Klarlund (1991), Safra (1992) : 2°9("'°e" |3 borne théorique.

@ ont leur vide décidable

Un automate de Biichi n'est pas toujours déterminisable.
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Un automate de Biichi n'est pas tjrs déterminisable

A= — v Q=0 Z(A) = (& + Q)

&0

Supp. 3 automate dét. B = ({&, 0}, Q,0,{qo}, F) avec un seul
ensemble d’acceptation, tel que .Z(B) = Z(A).

up = O € Z(A), donc vy, préfixe fini de up qui améne B dans F.
up = 0¥ € Z(A), donc il 3 un préfixe fini vodev; de up qui
améne B dans F.

up = Vo1 0¥ € Z(A), donc 3 un préfixe fini vodevide - - - v, de u,
qui améne B dans F.

Puisque Q est fini, il existe i et j, 0 < i < J, tels que les mots
Vodevidh - - - devj et voder - - - v - - - dv; ménent au méme état.
Donc m = vodevie- - - dev;(d - - - dov;)” est accepté par B.

Or m contient une infinité de &, il ne peut pas appartenir a .Z(A)!
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Produit synchronisé

Soient A1 = <Z, Ql, ?,f1,51> et A2 = <Z, QQ, g,f2,52> deux
TGBA partageant le méme ensemble de propositions atomiques.

Le produit synchronisé de A; et A, est I'automate noté
A @A =(X 0, Q% F, 4) ou
0 Q=01 x
° 0= Q) x Of
o F = F1 UJF, a condition que F; et F, soient disjoints
° 4= {((t:iln> én)’ t{)rop n tgmp’ 1 U 15, (ti)ut’ tgm)) |
ty € 01, ty € &y, TP NEYP £ O}

On a alors Z(A; ® Ax) = L (A1) N Z(A).
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Exemple de produit synchronisé

ab$  ab_ @ ®  avb -a
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Exemple de produit synchronisé

()

ab$  ab_ @ ®  avb| ?ﬁa

CaSONBCSNORNO
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Exemple de produit synchronisé

()

ab$  ab_ @ ®  avb| ?ﬁa

CaSONBCSNORNO

@ Que devient le produit si I'on retire « @ » du premier automate ?
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Pouvoir d'expression dans 2%

Sous-ensembles de >¥

S

expressions w-rationnelles,

SIS, o o F1S,
automates de Biichi, o LTL,

GBA, @ automates alternants
TGBA, trés faibles

automates de Streett,

automates de Streett @ structures de
déterministes Kripke

@ automates de Biichi (et

\\ GBA, TGBA) déterministes )
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Approche automate du model checking

Modeéle de haut-niveau Formule LTL
M ®

Traduction
LTL—Bichi

Génération de
I'espace d'état

Automate de Automate de la

I'espace d'état Produit synchronise formule niée
Am LAy ® A-p) = Ay

L) 2L ()

Automate produit
Ay ® A-p

Emptiness check

ff(AM®Am;) z 0

ME e
ou
contre-exemple
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Structure de Kripke pour I'exemple
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Formule a vérifier

Pour tout i € {1,2}, si un état vérifie d; alors dans tous ses futurs
possibles il posséde un successeur qui vérifie r;.
Par symétrie on peut se limiter a i = 1.

En LTL: G(d; — Fny).

T
q?A/—\qB ac dn-n I
S e
nVv ﬁdl n T T -
AG(dy—Fn) A G(di—Fn)
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Produit structure de Kripke/Automate




LTL et automates sur ou

ab w %

OO0 @@QD

ab % M b

a
)

@@@ C(}Q@

aUb=bVv(anX(aUb))
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Régles de tableau

formule 1° fils 2¢ fils

ru{-T} ru{L}

ru{-_} ru{T}

ru{-—f} ru{r}

ru{f g} ru{f,g}

ru{fvg} ru{r} ru{g}
ru{=(fng)}t| Tu{-f} ru{-g}
ru{=(fveg)}t | Tu{-f,—g}
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Tableau de = avec o =~(-AVB)V (~(AA C)V (B A C))

{~(=(=AV B) V (~(AAC)V (BAC))}
|
(

{~~(~AV B),~(~(AA C) V(B A C))}

{~AV B, ~(~(AA C)V (B A C))}

{—\A VvV B —\—\(A C)7—\(B A C)}

l
A
|
A
l
{=AV B,ANC,~(BAC)}
{ﬁA\/B7A,lC -(BAC)}
\

{(-AA,C,~(BAC)} {B,AC,~(BAC)}

{B,A,C,-B} {B,A,C,~C}
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Régles de tableau

formule 1° fils 2¢ fils

ru{-T} ru{L}

ru{-_} ru{T}

ru{-—f} ru{r}

ru{f g} ru{f,g}

ru{fvg} ru{r} ru{g}
ru{=(fng)}t| Tu{-f} ru{-g}
ru{=(fveg)}t | Tu{-f,—g}
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Régles de tableau

formule 1° fils 2¢ fils

ru{-T} ru{L}

ru{-_L} ru{T}

ru{-—f} ru{r}

ru{f g} ru{f,g}

ru{fvg} ru{r} ru{g}
Fru{-(frg)}| TU{~f} ru{-gt
ru{-(fveg)} | FTu{-f, g}

ru{-Xfr} ru{xX-r}

ru{fUg} rui{g} ru{f,X(fUg),Pg}
ru{-(fUg)} |[TU{~f,~g} Tu{-g X(fUg)}

P g est une promesse que g sera vérifié
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Tableau pour (X a) A (b U —a)

Régles de tableau

3 —a formule 1¢ fils 2¢ fils
{(xa)n(bU-a)} ru{ng}|ru{f,g}
ru{fvg}| ru{f} ru{g}

Fru{fUg}| Tu{g} TU{f,X(fUg),Pg}
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Tableau pour (X a) A (b U —a)

Régles de tableau

3 —a formule 1¢ fils 2¢ fils
{(xa)n(bU-a)} ru{ng}|ru{f,g}
ru{fvg}| ru{f} ru{g}

{Xa,bU-a} ru{fUg}| ru{gl TU{f.X(fUg).Pg}

N

{Xa, ma} {Xa, b,X(bU-a), P-a}
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Tableau pour (X a) A (b U —a)

Régles de tableau

3 —a formule 1¢ fils 2¢ fils
{(xa)n(bU-a)} ru{ng}|ru{f,g}
ru{fvg}| ru{f} ru{g}

{Xa,bU-a} ru{fUg}| ru{gl TU{f.X(fUg).Pg}

N

{Xa, ma} {Xa, b,X(bU-a), P-a}

{a}
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Tableau pour (X a) A (b U —a)

Régles de tableau

3 —a formule 1¢ fils 2¢ fils
{(xa)n(bU-a)} ru{ng}|ru{f,g}
ru{fvg}| ru{f} ru{g}

{Xa,bU-a} ru{fUg}| ru{gl TU{f.X(fUg).Pg}

N

{Xa, ma} {Xa, b,X(bU-a), P-a}

{

C

}

-~y <—

=
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Tableau pour (X a) A (b U —a)

Régles de tableau

3 —a formule 1¢ fils 2¢ fils
{(xa)n(bU-a)} ru{ng}|ru{f,g}
ru{fvg}| ru{f} ru{g}

{Xa,bU-a} ru{fUg}| ru{gl TU{f.X(fUg).Pg}

N

{Xa, ma} {Xa, b,X(bU-a), P-a}

{!} {a,bU —a}
} RN
@ {a,—a} {a,b,X(bU-a), P—a}
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Tableau pour (X a) A (b U —a)

Régles de tableau

{(Xa)A(bU-a)} formule | 1% fils 2¢ fils
ru{fnag} | Tuif, g}
ru{fveg}| ruff} ruig}
{Xa,bU—a} ru{fUg}| ru{g} TU{f,X(fUg),Pg}

N

{Xa, ma} {Xa, b,X(bU-a), P-a}

!
{a} {a,bU —a}
!

0

e AN

{a,—a} {a,b,X(bU-a), P—a}

{b U ﬁa}

N

{—-a} {b,X(bU-a), P-a}

Alexandre Duret-Lutz



Tableau pour (X a) A (b U —a)

Régles de tableau

3 —a formule 1¢ fils 2¢ fils
{(xa)n(bU-a)} ru{ng}|ru{f,g}
ru{fvg}| ru{f} ru{g}

{Xa,bU—a} ru{fUg}| fu{g} TU{f,X(fUg),Pg}

N

{Xa, ma} {Xa, b,X(bU-a), P-a}

!
{a} {a,bU —a}
!

0

e AN

{a,—a} {a,b,X(bU-a), P—a}

{b U ﬁa}

)

{—a} {b,X(bU-a), P-a}
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(X a) A (bU —a) vers GBA basé sur les états

{(Xa) A (bU-a)}

{Xa,bU—a}

N

{Xa, na} {Xa, b,X(bU-a), P-a}

}

{TL} }bU<
@ {a,—a} {a,b,X(b 1—@), P-a}

{b U ﬁa}

N

{=a}{b.X(bU—-a), Paa}




(X a) A (bU —a) vers GBA basé sur les états

{(Xa) A (bU-a)} - H@
RCa0

{Xa,bU—a}

N

{Xa, na} {Xa, b,X(bU-a), P-a}

}

{TL} }bU<
@ {a,—a} {a,b,X(b 1—@), P-a}

{b U ﬁa}

N

{=a}{b.X(bU—-a), Paa}

L0
)




(X a) A (bU —a) vers GBA basé sur les transitions

{(Xa) A l(b U-a)} H@Y
{X;/,bU\ﬁa} Py
X 7Y
{X a,[5a]} {Xa, b)\X(bU —a), [P=a} a anb
{Jf} {a,b&—'a} 9 e /\U\/

{la,b:X(bU —a), P=a}

C@ {a,—a} l
\ 7 8

{{ma} {b.X(bU-a), P=a}




Traduisez vos formules LTL en ligne

http://spot.lip6.fr/cgi-bin/1t12tgba.py
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