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Abstract

In this work, we revise the symbolic Biichi automata construction for linear
temporal logic. Our main goal was educational: design a technique easy to under-
stand, manage past operators and construct small automata for small formulas.
We submit a technique which answers to this three objectives and which is more
efficient than the previous symbolic constructions. We generalize our result to an
extended temporal logic. This allows us to handle the complementation problem
for Biichi automata in an optimal way.

Résumé

Dans ce travail, nous proposons de réviser les méthodes de construction sym-
bolique d’'un automate pour une formule de logique temporelle linéaire. Notre
objectif initial était pédagogique : développer une technique facile & comprendre
intégrant les opérateurs du passé et construisant de petits automates pour de pe-
tites formules. La technique que nous proposons répond a ces trois objectifs et
est plus efficace que les techniques symboliques existantes. Nous avons généralisé
notre résultat a une logique temporelle linéaire étendue. Celle-ci nous permet de
traiter le probleme du complément d’un automate de Biichi de maniére optimum.

1 Introduction

La logique temporelle est un langage puissant permettant de décrire des propriétés de
sireté, d’équité et de vivacité de systemes. Il est utilisé comme langage de spécification
dans des outils tel que SPIN [4] et SMV [6]. Cependant, vérifier qu'un systéme re-
specte une telle spécification est PSPACE-complet [8]. En pratique, les techniques de
vérification sont confrontées & un probleme d’explosion combinatoire du nombre d’états
du systeme et de celui de 'automate codant la formule. De nombreuses techniques ont
été élaborées pour faire face a ce probleme d’explosion. Nous pouvons noter les tech-
niques de vérification a la volée combinées avec des techniques de réduction ordre partiel
(SPIN [4]). La représentation symbolique par les diagrammes de décisions permet de
coder un systeme et 'automate d’une formule de maniére concise et ainsi de repousser
les limites de la vérification (SMV [6]). Chacune de ces méthodes ont leurs succes sur
des systemes industriels prouvant leur bien-fondé.

Dans ce travail, nous proposons de réviser les méthodes de construction symbol-
ique d’un automate pour une formule de logique temporelle linéaire. Notre objectif
initial était pédagogique : développer une technique facile & comprendre intégrant les
opérateurs du passé et construisant de petits automates pour de petites formules. La



technique que nous proposons répond a ces trois objectifs et est plus efficace que les
techniques symboliques existantes [1, 6]. Nous avons généralisé notre résultat & une
logique temporelle linéaire étendue. Celle-ci nous permet de traiter le probleme du
complément d’un automate de Biichi de maniére optimum.

2 Préliminaires

2.1 Logique temporelle linéaire étendue

La logique temporelle linéaire permet d’énoncer des propriétés sur les comportements
d’un systeme. Elle permet de parler de I’évolution d’un systéme au cours du temps
en examinant la suite des états que prend ce systeme. Les propriétés élémentaires que
vérifient ces états jouent un role fondamental. Elles introduisent les premieéres formules
d’une logique temporelle : ”la propriété p est vérifiée a l'instant ¢t”, ”la propriété p est
vérifiée dans un instant apres t” et ”la propriété p est vérifiée dans un instant avant t”
sont des formules de logique temporelle linéaire. Pour un ensemble AP de propositions
élémentaires, les modeles de la logique temporelle sont les mots infinis sur ’ensemble 247
des valuations de AP (i.e application de AP dans {0,1}). A partir de ces hypotheses,
le temps est discret, a un instant initial, est infini et dans un instant donné seulement
les valeurs des propositions élémentaires sont examinées.

Nous considérons une logique temporelle linéaire étendue (LTLE) dans laquelle
les termes sont construits & partir de propositions élémentaires et d’automates finis
étiquetés par des formules. Le critere de satisfaction d’une formule du type automate
est basé sur la reconnaissance de mots finis ou infinis par des chemins dans ’automate.
Cette logique est similaire aux logiques présentées dans [11, 12]. Une des particularités
de notre logique est qu’un automate A permet de définir quatre types de formules :
formule finitaire du futur Ay, formule infinitaire du futur Ay, formule finitaire du
passé Ap_, formule infinitaire du passé Ay_. Les formules du futur sont évaluées pour
un mot zg - x1 - To - - - et pour un instant ¢ en reconnaissant le suffixe z; - T; 11 - Tiyo - -
dans "automate, alors que pour les formules passées, on considere le préfixe fini renversé
ZTi-Ti_1-Ti_o---Tg. Les formules finitaires et infinitaires se distinguent par leurs criteéres
d’acceptation : une formule finitaire est reconnu par un chemin fini dans I’automate ter-
minant dans un état dit d’acception alors qu’une formule infinitaire peut étre reconnue
par un chemin fini ou infini. La syntaxe d’une formule LTLE est donnée par:

1. Toute proposition p € AP est une formule LTLE.
2. Si f et g sont des formules LTLE, alors =f, f A g sont des formules LTLE.

3. Pour tout automate non déterministe étiqueté par des formules LTLE A = (S, —
, 50, F) ol S est un ensemble d’états, — une relation de transitions , sg est un état
initial, F' C S est un ensemble d’états d’acceptations, Apy, Ary, Ap_, Ar_ sont
des formules LTLE.

Nous utilisons la notation standard o,i = f pour représenter la satisfaction d’une
formule LTLE pour un mot infini ¢ et un instant i. L’évaluation de cette relation pour
linstant 0 définit la satisfaction d’une formule pour un mot : ¢ | f = 0,0 = f. La
relation = est défini par induction de la maniére suivante:

1. 0,i|=pssip € z; pour p € AP;
2. 0,i |= = f ssi (o b= f);
3.oyi=fAgssioilEfetoilEg;



. .. . . . frn-1
4. 0,i = Apy ssi il existe un chemin fini acceptant v = sg ﬂ> 8$1...8p—1 — Sp

dans A tel que Vk <n:o,i+k [ fi and s, € F}

5. 0,i | Ap+ ssi 0 = Apy ou il existe un chemin infini acceptant v = sq o, S1...
dans A tel que Vk : 0,i + k = f,

. .. . . . f fn-a
6. 0,i = Ap_ ssi il existe un chemin fini acceptant v = sy = s1...8,-1 — sp

dans A tel que Vk <n:0,i—k = f and s, € F}

7. 0,i = AL_ ssio,i = Ap_ ou il existe un chemin fini acceptant v = s o, 81...8;
de longueur i dans A tel que Vk : 0,i — k = fi.

On peut aussi définir de maniere équivalente LTLE & partir d’opérateurs temporels
de la forme Agy(f1,..., fn) (avec S = F, L) ou automate fini A est étiqueté par des
formules propositionnelles sur AP U {fi,..., fo}. Les opérateurs classiques de logique
temporelle linéaire ”Next” et " Until”, ainsi que leurs versions sur le passé, peuvent étre
redéfinis en LTLE par :

o fUg = Api(f,9), fU—g = Ap_(frg)avec A = ({s1, 5}, {s1 1> 1,5
82}7817{82}>;

o O(f) = Api(f), O—(f) = Ap_(f) avec A = ({s1, 50,53}, {81 —= 50,82 —
53},51,{53});

2.2 Automates de Biichi a transitions

Le principe des méthodes de vérification automatique est d’associer & toute formule un
automate fini acceptant les mémes mots. L’acceptation d’'un mot par ces automates
repose sur ’existence d’un chemin infini reconnaissant le mot tel que ’ensemble des
états parcourus infiniment souvent vérifie un certain critere. Un critere simple est
celui des automates de Biichi : le chemin doit passer infiniment souvent par au moins
un état d’acceptation. Dans le cadre de notre étude, nous utilisons les automates de
Biichi & transitions. Ils possedent un ensemble de conditions d’acceptions et chaque
condition d’acception définit un ensemble de transitions. Un chemin est acceptant si il
passe infiniment souvent par au moins une transition de chaque condition d’acception.
Formellement, un automate de Biichi & transition possede les composantes suivantes :

e S est un ensemble fini d’états;
e —»C S x 24P x S est une relation de transitions
e Acc est un ensemble de conditions d’acceptation : Va € Acc,a C—;

e Sy est un ensemble d’états initiaux.

Un mot infini 0 = z¢.z1.22 . .. sur Palphabet 247 est accepté par un automate de

Biichi & transitions si et seulement si il existe un chemin infini dans A
To 1 T2
p=8y —> 81 —*» Sy —> ...

tel que Va € Ace,Vi > 0,35 >i: (sj,xj,sj+1) € a.

Un automate de Biichi a transitions peut étre défini symboliquement en identifiant
les états par des vecteurs de booléens. Cela offre un moyen simple et concis de les
construire et de les définir. Considérons un tableau de variables booléennes Now de la
taille des vecteurs de booléens. Un état associe une valeur booléenne a chaque variable
booléenne. Un ensemble d’états est alors représenté par une formule booléenne des
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Figure 1: Représentation explicite d’un automate de Biichi & transitions

variables du tableau Now, cette formule rendant vrai pour les états de I’ensemble. De
la méme maniere, une transition est un vecteur de booléens codant 1’état source, 1’état
destination et les valeurs des propositions élémentaires. En utilisant un tableau Next
pour identifier ’état destination, une transition associe des valeurs & chaque variable
booléenne des tableaux Now et Next, ainsi qu’a toutes les propositions élémentaires.
Une relation de transition et une condition d’acception peuvent étre représentées par des
formules booléennes. Nous utilisons les notations suivantes pour définir symboliquement
un automate :

e Now et Next sont des tableaux de variables booléennes indicées par un ensemble
fini VAR,

e S est une formule booléenne des variables du tableau Now. Elle identifie I’ensemble
des états

e R est une formule booléenne des variables de AP, Now et Next. Elle représente
la relation de transition.

e Acc est un tableau de formules booléennes des variables de AP, Now et Next,
indicées par un ensemble ACC. 1l code les conditions d’acceptation.

e Sp est une formule booléenne des variables du tableau Now. Elle identifie I’ensemble
des états initiaux.

Exemple 1. Considérons "'automate donné par sa représentation symbolique :

AP = {p,q}
VAR = {1}
ACC = {1}
S =1
So =1
R = (p+ Now[l]) - (Now[l] & ¢+ Next[1])
Acc[l] = -Now[l] +gq

Nous pouvons obtenir une représentation explicite de 'automate en évaluant dans
un premier temps la relation de transitions pour toutes les valeurs des états sources et

destinations : 0 2% 0,1 25 0 et 1 —» 1. Dans un deuxieme temps, on décompose les
transitions pour faire apparaitre celles qui sont dans I’ensemble Acc[1].

3 Construction d’un automate pour une formule LTL

Le principe de construction d’un automate pour une formule LTL est da essentiellement
a Lichtestein, Pnueli, Vardi et Wolper [5, 10]. Une approche symbolique de ces construc-



Formule VAR So

f f Now(f]

O(g) g

gUh gUh

0~ (9) 0~ (9) ~Now[O~ (g)]
gU"h O (gU " h) | "Now[O~ (gU "~ h)]

Table 1: Définition du vecteur d’état et des états initiaux

Formule R Acc

f Now[f] & f

O(g) Nowlg] & g

gUh Now[gUh] < h+g- Next[gUh] -~ Now[gUh] + h
0~ (9) NextlO~(9)] & g

gU™h Nexzt[O(gU h)] & h+g-Now[O (gU h)]

Table 2: Relation de transitions et conditions d’acceptation

tions peut étre trouvée dans [1, 6]. Notre méthode ne differe que tres légérement des
constructions précédentes. La différence vient du type d’automate que ’on construit.
Ces techniques sont basées sur les deux assertions suivantes:

gUh
gU™h

= h+g-0(gUh)
= h+g-O(gUh)

La valeur d’une formule LTL & l'instant 0 pour un mot infini donné dépend unique-
ment des valeurs de ces sous-formules temporelles O(g), gUh, O~ (g) et gU~h pour tous
les instants du mot ainsi que des valeurs des propositions élémentaires. Leurs valeurs
sont régies par les assertions précédentes. Dans notre construction symbolique, chaque
sous-formule est représentée par un bit dans le vecteur d’état et les assertions sont con-
sidérées comme des contraintes de la relation de transitions. Afin que ces assertions ne
fassent référence qu’a 'instant présent et suivant, nous associons aux bits des formules
O(g) et gU~h les formules g et O~ (gU~ f). Un bit spécial est associé & la formule ini-
tiale f dont ’objet est d’identifier les états initiaux. Nous ajoutons comme contraintes
que les formules du type O~ (g) et O~ (gU~h) ne peuvent étre vérifiée & un instant 0.
Nous associons en plus une condition d’acception pour toute sous-formule gUh. En effet
une formule gUh est vérifiée si elle respecte son assertion et si la formule h est vérifiée
dans un instant futur. Notre construction peut se résumer par les deux tables 1, 2 dans
laquelle la formule f représente la formule initiale.

Les formules f, g et h apparaissant dans les contraintes de la relation de transitions
et les conditions d’acceptation doivent étre considérées comme des formules proposi-
tionnelles sur les propositions élémentaires et les variables des tableaux Now et Next.
11 suffit d’identifier leurs sous-formules du type O(l), {1Uly, O~ (1) et [;U ™Iy par les
variables Next[l], Now[l1Uls], Now[O~ (I)] et Next[O~ (11Uls)].

Exemple 2. Construction d’un automate pour la formule f = pU(p - (qU " q))



Figure 2: Automate de Biichi & transitions pour f =pU(p- (qU"q))

Cette formule accepte les mots tel que la propriété ¢ est vraie avant la propriété p.
Les états de l’automate sont des vecteurs de bits & deux dimensions : VAR = {f, g}
avec ¢ = O~ (gU¢q)). L’ensemble des conditions d’acception est réduit a {f}. En
effet, la formule ne contient qu’un opérateur du type U. En appliquant les regles de
construction d’un automate, nous obtenons :

S =1
So = Now[f]-~Now[g]
R = (Now[f] & p- Nextlg] +P - Next[f])

(Next[g] & q+ G- Now|g])
Acc[f] = —Now[f]+p- Next[g]

La représentation explicite de cet automate est donnée figure 2. Nous pouvons noter
que ’état 00 peut étre éliminé de I’automate car il est non accessible a partir de ’état
initial. Cependant, notre construction code la formule et la négation de formule : en
prenant I’état 00 comme état initial, ’automate code —f. O

Exemple 3. Counstruction d’un automate pour la formule f = O(p = <q) :

Les opérateurs temporels < et O sont définis par O(g) = 1Ug et O(g) = =< (—g).
O(g) exprime que g sera vérifié au moins a un instant et O(g) exprime linvariant
g est vérifié & tout instant”. Dans le cas d’une formule invariante O(g), nous pouvons
simplifier la construction en n’associant pas O(g) & un bit du vecteur d’états, en ajoutant
g comme contrainte de la relation de transition, et en prenant tous les états pour des
états initiaux. Ainsi pour la formule f = O(p = <q), nous retrouvons 'automate de
Pexemple 1 (Figure 1). L’unique bit du vecteur d’états est associé a la formule ¢g. O

La justification de notre construction symbolique est simple. Un chemin infini ac-
ceptant dans un automate décrit un mot infini vérifiant & chaque instant les formules
définies par le vecteur de bit de 1’état correspondant. En particulier, le mot infini doit
vérifier la formule initiale f. Cette preuve peut étre obtenue par récurrence sur la taille
des formules associées aux états. Réciproquement, a un mot infini vérifiant f correspond
un chemin infini dans ’automate tel qu’a tout instant le mot vérifie les mémes formules
que I’état correspondant.

La table 3 compare notre construction avec les principales techniques de la littérature
en se basant sur un ensemble de formules proposées dans [3]. La premieére colonne
reprend les résultats données dans [3] pour la premieére construction développé par
Vardi et Wolper [10]. Nous donnons comme résultat le nombre d’états accessibles de
l’automate obtenu. Nous distinguons ensuite les constructions locales des construc-



Formules Premiere Locale Symbolique
aCS[10]|aCSB]|aC—[2]|aCS[l]|aC—
pUq 8 3 2 8 2
pU(qUs) 26 4 3 32 3
=((pU(qU3s)) 26 7 3 32 3
GFp = GFq 114 9 5 28 7
FpUGq 56 8 4 32 3
GpUq 13 5 4 16 4
—~(FFp <& Fp) - 22 3 1 1

Table 3: Comparaison des techniques de construction d’un automate pour LTL

tions symboliques : ces dernieres définissent directement I’automate par des contraintes
symboliques alors que les premieres calculent les états de proche en proche en cher-
chant & limiter le nombre d’états. Elles se distinguent aussi par le type des conditions
d’acceptation : soit elles sont définies par un ensemble d’états, soit par un ensemble de
transitions. Bien que ces formules soient minuscules, nous pouvons conclure qu’il est
plus efficace de construire des automates de Biichi a transitions. Nous pouvons aussi
noter que notre nouvelle technique concurrence les méthodes de construction locale.
Ce dernier point constitue une petite surprise dans le sens ou cette technique n’a pas
été développée pour minimiser le nombre d’états mais pour améliorer et simplifier les
techniques de vérification symbolique proposées dans [1].

4 Construction d’un automate pour une formule LTLE

La premiére construction d’un automate pour une formule LTLE est due a Vardi et
Wolper [11]. Cette construction se limite aux formules du futur. Nous proposons une
construction symbolique simple et plus efficace que la précédente. Elle se base sur les
assertions induites par les formules du type automate :

AS+ (8) = Es—g>r:r¢F 9- O(ASJF (T)) + Zs—gH":TEF 9
As- (S) = Zs—gnﬂ:?"éFg ' O_(AS_ (’I”)) + Zs—gM":?"EFg

Les formules Agy(s) et As_(s) représentent des formules finitaires ou infinitaires
du futur et du passé dans lequel 'automate A a s comme état initial. La valeur d’une
formule LTLE a l’instant 0 pour un mot infini dépend des valeurs des sous-formules
Agy(s) et As—_(s) pour tous les instants du mot. Leurs valeurs sont régies par les
assertions précédentes. Comme pour la construction symbolique d’une formule LTL,
chacune de ces sous-formules correspond & un bit dans le vecteur d’état et les assertions
définissent des contraintes de la relation de transitions. Pour les formules du passé, la
valeur du bit associée & Ag_(s) est celui de la formule O~ (As_(s)). Pour traiter les
formules du futur, nous introduisons un nouveau bit Ag, (s) pour chaque sous-formule
Agy(s). Il est utilisé pour marquer les bits valant 1 pour les formules finitaires Ap (s)
et 0 pour les formules infinitaires Ay (s). Leurs valeurs ne respectent les assertions que
lorsqu’elles correspondent a un bit marqué. Ce procédé permet de suivre 1’évolution
d’un sous-ensemble de formules Apy(s) (resp. Ar+(s)) valant 1 (resp. 0) pour chaque
formule Ap; (resp. Apy). Quand une transition permet de prouver localement la
validité de cet ensemble de sous-formules, nous marquons dans 1’état suivant toutes



Formule VAR S So

f f Now|f]

Trr A, 45,00 | Now[ 05, 6)[ = Now[Ars ()]

Ao A (), 45.(5) | “Now[Af, ()] = ~Nowl[AL (5]

Ap_ O~ (Ar—(9)) “Now[O~ (Ap_(s))
a, 0 (4, () ~Now(0 (d,_(5))

Table 4: Définition du vecteur d’état, des états de 'automate et des états initiaux

Formule Ace
AF+ Hse (—|Now[ +( )] + E \T) ’I“GF/\SEH“ g)
AL+ HS¢ (Now[ ( )] + Z(g,r):7‘ES/\s—gH" g)

Table 5: Définition des conditions d’acceptation

les formules Agi(s). Ces transitions définissent les conditions d’acceptations de notre
automate ; il en existe une pour chaque sous-formule Ag,. Notre construction peut se
résumer par les tables 4, 5 et 6.

La justification de notre construction est plus difficile que pour celle de LTL. Dans
un sens, il est simple de prouver qu’un chemin infini acceptant dans un automate décrit
un mot infini vérifiant & chaque instant les formules définies par le vecteur de bits de
I’état correspondant. Réciproquement, & un mot infini vérifiant f correspond plusieurs
chemins infinis dans I’automate tel qu’a tout instant le mot vérifie les mémes formules
que I’état correspondant. Nous pouvons cependant construire un chemin acceptant de
proche en proche en effectuant le lien entre les formules marquées et des chemins dans
les automates des formules Ag, .

Exemple 4. Construction d’un automate pour la formule O(Bp )
avec B = ({51, 52,83}, {51 —= 82,82 — 51,52 — 83}, 51, {53});

Formule R
f Now[f] & f
P NowlArr ()] & 5,550 8 NerlArs O ¥ Sy, 0ep 0
Nowldi (9] = Soagpa- Neatldf (0] + 5,0 Cpo
Acc(Ary) = Jl,eq Newxt[A% (s)] & Newxt[Ary(s)]
Art Now[Ap+(s)] & X o, 4p9- Neft[A +(M+ 2, 8er 9
NowlAf, (s)] <= X a,,.0p9 NextlAT (D] +2 0 p9
Acc(Ary) = [l,cgNext[AT (s)] & Ne:vt[AL+( )]
T [Nell0 (Ar O] & S annnd Nowl0 (A 0N +5 2ond
Ar- NextO (Ar—(s))] & X o 0p9 NowlO (A ()] +3 o 9

Table 6: Définition de la relation de transitions
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Figure 3: Automate de Biichi & transitions pour O(Bp4)

Comme notre formule est du type invariant, nous simplifions notre construction en
ajoutant Now[Bpy(s1)] comme contrainte a la relation de transitions et en prenant
tous les états comme états initiaux.

Les états de 'automate sont des vecteurs de bits & quatre dimensions : VAR =
{Br(81), Bf, (51), Bry(s2), By, (s2)}. L’ensemble des conditions d’acception est réduit
a {Bp+}. En appliquant nos régles de construction, nous obtenons :

SS = gNow[Blﬁi+(sl)] = Now[Br4 (s1)]).(Now[Bg_ (s2)] = Now[Br (s2)])
Ace(Bp+) = —Now[Bpi(s1)]- (~Now[Bp(s2)] +q)

R = Now[Br+(s1)
- (NowlBr (s
(Now[Bg (
(Now[BF+ (s2
(o) = j
(Now (B (s0)] & Nou[Bs.. (s0)))

La représentation explicite de cet automate est donnée figure 3. Nous n’avons
représenté dans les états que les valeurs des bits associées aux indices B, (s1) et
Bf, (s2). En effet les deux autres bits valent toujours 1. ad

Une application directe de notre technique est la construction de la négation d’un
automate de Biichi. Récemment C. Loding [9] a développé une méthode de transfor-
mation d’un automate de Biichi vers un autre type d’automate : les automates faibles
alternants. Cette transformation s’adapte parfaitement & notre probleme. En effet un
automate de Biichi & n états A = (S,—, F,Sp) s’écrit Az, en LTLE & partir des
2n + 1 formules Aoy, Aipy, Aopy, Aspy ... Aonpy. Ces automates se déduisent de
l’automate A de la maniére suivante :

e Pour lindice 0, Pautomate est simplement défini par Ag = (S, —, 0, So),

e Pour les indices pairs autre que 0, ’automate est donné par As.; = (S, =244, 0, So)
ott chaque transition (s,z,r) de A produit une transition (s,z - Aa; 1, ,7) dans
A2*i7

e Pour les indices impairs, [’automate est donné As,;—1 = (SU {0}, =24i—1, {0}, So)
ou chaque transition (s,z,r) de A dont la destination est acceptante (r € F)
produit une transition (s, - Agi,2F+, 0) dans As,;_1, les autres donnent la méme
transition (s, z,r) dans Ag.i—1.



Notre construction déduit directement pour la formule —As,7, un automate de
Biichi & transitions avec au maximum 3" 27+ états. Nous pouvons réduire le nombre
d’états en 200198 ") en remarquant que Agp, (5) <= Ay py(5) < Az (s) & Azpy(s) &
... <= Aopr i (s) et en imposant que des formules d’automates différents ne peuvent pas
étre marquées dans un méme état. La transformation d’un automate & transitions en
un automate de Biichi laisse le nombre d’états en 20("1°8™)  Ce cofit est essentiellement
égal a la borne inférieure du nombre d’états établie par M. Michel et a déja été atteint
par S. Safra [7] par une technique de déterminisation d’automates. Nous obtenons par
une méthode symbolique une construction essentiellement optimale de la négation d’un
automate de Biichi.
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