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Juillet 2009

Correction

Consignes

– Cet examen se déroule sans document et sans calculatrice.
– Répondez sur le sujet dans les cadres prévus à cet effet.
– Il y a 5 pages d’énoncé et 1 page d’annexe dont vous ne devriez pas avoir besoin.

Rappelez votre nom en haut de chaque feuille au cas où elles se mélangeraient.
– Ne donnez pas trop de détails. Lorsqu’on vous demande des algorithmes, on se moque des points-

virgules de fin de commande etc. Écrivez simplement et lisiblement. Des spécifications claires et
implémentables sont préférées à du code C ou C++ verbeux.

– Le barème est indicatif et correspond à une note sur 24.

1 Remplacement d’équipement (12 points)

Pour répondre à une commande d’un nouveau type de produit, une usine a besoin d’une machine
particulière (un biglotron) au cours des cinq prochaines années. Le biglotron est coûteux à l’achat, mais
aussi à l’entretien. De plus, l’usine a pour politique de remplacer les machines au plus tard tous les trois
ans : la machine est alors revendue puis remplacée par une neuve. L’objectif de ce problème est de
calculer les années de remplacement optimales en fonction des tarifs d’achat, de vente, et d’entretien.
Dans un premier temps, nous traiteront un cas particulier, avec des tarifs connus. Ensuite, on générali-
sera pour construire un algorithme prenant les tarifs en entrée.
Un biglotron coûte a = 1000 euros à l’achat (neuf). Son entretien demande e1 = 60 euros la première
année, e2 = 80 la seconde, et e3 = 120 la troisième (le biglotron sera remplacé au plus tard après trois
ans). Un biglotron se revend v1 = 800 euros s’il n’a qu’un an, v2 = 600 s’il en a deux, et v3 = 500 au
bout de trois ans.
Pour simplifier on considère que les décisions d’acheter ou de revendre le biglotron ne se font que le
premier jour de chaque année. On notera t le numéro de l’année, en commençant à 0 pour la première
année.
Le scénario dans lequel le biglotron serait renouvelé au bout de 3 ans, puis revendu après les 2 dernières
années coûterait 1300 euros :

(a + e1)︸ ︷︷ ︸
t=0

+ (e2)︸︷︷︸
t=1

+ (e3)︸︷︷︸
t=2

+ (−v3 + a + e1)︸ ︷︷ ︸
t=3

+ (e2)︸︷︷︸
t=4

+ (−v2)︸ ︷︷ ︸
t=5

= 1060 + 80 + 120 + 560 + 80− 600 = 1300

Le scénario dans lequel le biglotron serait renouvelé tous les 2 ans, puis revendu après la dernière
année coûterait 1340 euros :

(a + e1)︸ ︷︷ ︸
t=0

+ (e2)︸︷︷︸
t=1

+ (−v2 + a + e1)︸ ︷︷ ︸
t=2

+ (e2)︸︷︷︸
t=3

+ (−v2 + a + e1)︸ ︷︷ ︸
t=4

+ (−v1)︸ ︷︷ ︸
t=5

= 1060 + 80 + 460 + 80 + 460− 800

= 1340
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À t = 0, il faut forcément acheter et entretenir le biglotron : le coût sera toujours a + e1. À t = 5 la
production est terminée et la machine est forcément revendue, à un coût qui dépend de son âge. Pour
t ∈ {1, 2, 3, 4} la direction a deux possibilités : soit conserver le biglotron actuel (à condition toutefois
qu’il ait moins de 3 ans), soit le revendre et en acheter un nouveau. Ce choix doit naturellement être
fait de façon à minimiser les coûts.

1. (1 point) Combien existe-t-il de scénarios possibles ?
Réponse :

Pour chaque t ∈ {1, 2, 3, 4}, il y a deux choix possibles : remplacer ou conserver. Cela fait
donc 24 possibilités. De ces possibilités, il faut retirer les trois où trois décisions « conserver »
(ou plus) se suivent. Cela fait donc 24 − 3 = 13 scénarios différents.

2. (2 points) On note f (t, x) le coût minimal de l’utilisation du biglotron entre l’année t et la fin
de la production (date 5) si l’on sait que le biglotron est vieux de x ans à la date t. Ainsi on a
f (5, x) = −vx car lorsque t = 5 la production est terminée et il ne reste plus qu’à revendre le
biglotron. De même, ∀t ∈ {1, 2, 3, 4}, f (t, 3) = −v3 + a + e1 + f (t + 1, 1) car il faut forcément
replacer un biglotron vieux de 3 ans.
Donnez une définition de f (t, x) pour t ∈ {1, 2, 3, 4} et x ∈ {1, 2}, en fonction des valeurs de f
pour t + 1. Rappelons qu’il y a deux possibilités (soit on conserve le biglotron une année de plus,
soit on le remplace) et qu’on veut choisir la moins coûteuse.

Réponse :

∀t ∈ {1, 2, 3, 4}, ∀x ∈ {1, 2}, f (t, x) = min(ex+1 + f (t + 1, x + 1)︸ ︷︷ ︸
on conserve

,−vx + a + e1 + f (t + 1, 1)︸ ︷︷ ︸
on remplace

)

3. (3 points) Le coût minimal de l’utilisation du biglotron sur 5 ans est donc de a + e1 + f (1, 1).
Completez les valeurs de f (t, x) dans le tableau suivant :

x = 1 x = 2 x = 3
t = 5 −800 −600 −500
t = 4 −540 −380 −240
t = 3 −300 −120 20
t = 2 −40 140
t = 1 220

4. (2 point) Déduisez-en le coût minimal de l’utilisation du biglotron sur 5 ans. À quel scénario ce
coût correspond-il ?

Réponse :
a + e1 + f (1, 1) = 1000 + 60 + 220 = 1280.
Un scénario qui donne ce coût est celui où la machine est renouvelée à t = 1 et t = 2. Un
autre est celui celui où la machine est renouvelée à t = 3 et t = 4.
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5. (2 points) On généralise maintenant le problème à une machine qu’on achète pour une durée de
n années, qu’on s’oblige à renouveler au moins toutes les k années, et pour laquelle on dispose
aussi d’un coût d’achat a, ainsi que de coûts de ventes vi et d’entretien ei pour les différentes
années.
On calcule le coût minimal avec le même algorithme que ci-dessus. Quelle est la complexité de
cet algorithme en fonction de n et k ?

Réponse :
On construit un tableau de taille n× k.
Déterminer chaque cellule du tableau demande au plus un min et quelques addition, c’est-
à-dire un nombre constant d’opérations.
Au total on effectue donc Θ(nk) opérations.

6. (2 points) Comment doit-on modifier cet algorithme pour être capable d’indiquer un scénario qui
correspond au coût minimal trouvé ?

Réponse :
On construit un second tableau qui indique, pour chaque cellule du premier, si la valeur qui
y est indiquée a été obtenue en renouvelant la machine, ou en la conservant.

2 Tas spécial (6 points)

Normalement, un tas de n éléments est représenté par un tableau de n cases. Le père de l’élément situé
à l’indice i se trouve à l’indice Parent(i) = bi/2c et peut être accédé en temps constant.
Pour mémoire, voici l’algorithme d’insertion d’une valeur v dans un tas représenté par les n premiers
éléments d’un tableau A.

HEAPINSERT(A, n, v)
1 i← n + 1
2 A[i]← v
3 while i > 1 and A[Parent(i)] < A[i] do
4 A[Parent(i)]↔ A[i]
5 i← Parent(i)

1. (1 point) Quelle est la complexité de cet algorithme lorsque le tas possède n éléments.
Réponse :

O(log n), c’est du cours.

2. (3 points) Imaginez maintenant que l’on remplace le tableau A par une liste doublement chaînée.
L’accès au père de l’élément i se fait alors en Θ(i/2) opérations parce qu’il faut remonter la liste
de i/2 positions.
Quelle est la complexité de l’algorithme d’insertion lorsque A est une liste doublement chaînée ?
Justifiez votre réponse.

Réponse :
Au pire l’insertion va nous forcer à partir de A[n] et à remonter jusqu’à la racine. De-
puis A[n] on trouve A[Parent(n)] en Θ(n/2) opérations. À partir de là on trouve ensuite
A[Parent(Parent(n))] en Θ(n/4) opérations. Au total on aura fait n

21 + n
22 + · · · + n

2blog nc =
Θ(n) opérations.
La complexité de l’algorithme est donc O(n).

3. (2 points) On considère le tas représenté par le tableau suivant :

10 7 9 4 3 6 2 1
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Donnez l’état du tas après les suppressions successives de ses trois plus grandes valeurs.

6 4 1 2 3

3 Tris (6 points)

1. (1.5 points) Donnez les noms de trois algorithmes de tri stables et indiquez leur complexité.
Réponse :

Tri par insertion O(n2).
Tri fusion Θ(n log n).
Tri par dénombrement Θ(n).

2. (1.5 points) Donnez les noms de trois algorithmes de tri instables et indiquez leur complexité.
Réponse :

Tri rapide O(n2).
Tri par sélection Θ(n2).
Tri par tas O(n log n).
Tri introspectif O(n log n).

3. (3 points) Indiquez une façon de rendre stable n’importe quel algorithme de tri. Quelle com-
plexité (en temps et espace) cette modification ajoute-t-elle à un algorithme de tri lorsqu’il faut
trier n valeurs ?

Réponse :
Il suffit de modifier les clefs des valeurs à trier pour y inclure leur indice d’origine. La fonc-
tion de comparaison doit alors être adaptée pour comparer ces indices lorsque les parties
originales des clefs sont identiques.
Ce changement demande Θ(n) mémoire supplémentaire (on ne peut donc plus prétendre
que le tri soit en place, car l’occupation mémoire dépend de n), en revanche il ne modifie pas
la complexité du temps d’exécution.

FIN
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