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Rattrapage

Consignes

— Cet examen se déroule sans document et sans calculatrice.

— Répondez sur le sujet dans les cadres prévus a cet effet.

— Ily a cinq pages d’énoncé, et une page d’annexe.

Rappelez votre nom en haut de chaque feuille au cas ot elles se mélangeraient.

— Ne donnez pas trop de détails. Lorsqu’on vous demande des algorithmes, on se moque des points-
virgules de fin de commande etc. Ecrivez simplement et lisiblement. Des spécifications claires et
implémentables sont préférées a du code C ou C++ verbeux.

— Le bareme est indicatif et correspond a une note sur 26.

1 Notation © (3 points)

1. (2 points) Prouvez rigoureusement que pour trois constantes 4, b, c strictements positives, on a
av'bn +c = O(y/n)
Réponse :
On a d'une part, pour tout n > 0
avbn+c > avbn = avb/n

—~—

1

et d’autre part, pour toutn > ¢

avbn+c<avbn+n=avb+1yn
———

€2

Donc il existe c; et c; constantes strictement positives, telles que pour tout n > c on ait
c1vn < avbn+c <cop/n
on en déduit av/bn + ¢ = O(y/n)

Une autre facon de faire est de montrer que le rapport des deux fonctions tend vers une
constante non-nulle.

lim avibn +c = lim aynyb+c/n = lim avb+c/n=avb+#0
n—s00 \/ﬁ H—00 \/ﬁ n—sco




2. (1 point) Laquelle ou lesquelles des constantes a, b et c peuvent étre prises nulles sans invalider
'égalité ci-dessus ?
Réponse :

c peut étre nulle. Les autres apparaissent dans les définitions de ¢ et c; qui n’ont pas le droit
d’étre nulles.

2 Tableaux dynamiques (10 points)

On considere un tableau dynamique dans lequel les opérations suivantes sont définies :

— Access(A,i) retourne 1’élément d’indice i du tableau A, en ©(1) opérations.

— InsertBack(A,v) ajoute la valeur v en queue du tableau A, en agrandissant le tableau si nécessaire.

— DeleteBack(A) supprime la derniere valeur du tableau, dans un premier temps sans changer la taille
du tableau.

2.1 Insertion en queue

Considérons l'algorithme suivant, pour 'insertion en queue du tableau dynamique :

Si le tableau n’est pas plein
insérer 1’élément dans la premiere cellule vide.
Sinon (si le tableau est plein)
allouer un nouveau tableau deux fois plus grand,
y copier tous les éléments du tableau original,
libérer ’ancien tableau,
puis enfin insérer 1’élément dans la premiere cellule vide.

La taille du tableau ainsi que la position de la premiere cellule vide sont bien stir stockées dans deux
variables.

Nous avons vu en cours pourquoi doubler la taille du tableau dynamique lors des réallocations per-
mettait que l'insertion en queue ait un cotit amorti constant. Pour retrouver ce résultat, considérons une
insertion dans un tableau de n éléments. La complexité de cette insertion est évidement en ©(1) si le
tableau n’est pas plein. Si le tableau est plein, le cotit de copier les nn éléments dans un nouveau tableau
domine celui de I'ajout de 1’élément lui-méme, et la complexité totale de I'insertion est en ®(n). Cepen-
dant, nous savons que la taille du tableau double a chaque fois, donc si une insertion dans un tableau
de taille n a demandé une réallocation, alors les 11/2 — 1 insertions qui 'ont précédée se sont faites en
temps constant. Nous pouvons donc étaler le cotit de la réallocation sur les n/2 derniéres insertions
(qui ont eu lieu apres la réallocation précédente) pour obtenir un cotit amorti de
(n/2-1)0(1)+0O(n) O(n)

n/2 O(n)

1. (2 point) Quelle serait la complexité amortie de I'insertion si au lieu de doubler la taille du tableau
on multipliait la taille par 5/4 ? Justifiez votre réponse.
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Réponse :

Si une réallocation a lieu pour une insertion dans un tableau de taille 7, alors la réallocation
précédente a eu lieu pour un tableau de taille 4n/5. Entre les deux réallocations, il y a eu
n/5 — 1 insertions en temps constant.
Le cotit amorti d"une réallocation est donc

(n/5-1)0(1) +O(n) _ 0(n)

n/5 =om ~°W

2. (4 points) Quelle serait la complexité amortie de 1'insertion si au lieu de doubler la taille du
tableau on augmentait la taille du tableau de /n cellules. (Par exemple si un tableau de taille

16 est plein, on réalloue un tableau de taille 16 + /16 = 20.) Justifiez votre réponse sans vous

inquiéter des arrondis sur la racine carrée.

A toutes fins utiles : si x = y + Vyalorsy = x — %\/4x +1+ %
Réponse :

Si une réallocation a lieu pour une insertion dans un tableau de taille 7, alors la réalloca-
tion précédente a eu lieu pour un tableau de taille n’ = n — %\/411 +1+ % Entre les deux

réallocations, ilyaeun —n' —1 = %\/471 +1- % insertions en temps constant.
Le cotit amorti d"une réallocation est donc

n—n'— n 1Van+1-2)0(1) +0(n On
(n=n'=1e) +el) _ (VEFI_POm +ol) _ o _ o s

(La preuve que 2\/4n + 1 — 1 = ©(y/n) a été faite dans I'exercice|l})
p que 3 2

2.2 Suppression en queue

Revenons au scénario dans lequel I'insertion dans un tableau plein double la taille du tableau. Consi-
dérons maintenant, DeleteBack(A), I'opération de suppression de 1'élément en queue du tableau A.

Supposons qu’on cherche a économiser la mémoire et qu’on modifie cette fonction de fagon a libérer
de la mémoire de facon symétrique a l'insertion. C’est-a-dire que si un tableau de taille n ne contient
que n/2 éléments, alors le tableau est réalloué et sa taille est divisée par deux.

1. (2 points) Proposez une séquence d’insertions et de suppressions dans laquelle les opérations

demandent de nombreuses réallocations consécutives (i.e., le cotit des réallocations n’est plus
amorti).

Réponse :

On insere dans le tableau jusqu’a provoquer une réallocation, puis on alterne les appels a
DeleteBack et InsertBack, provoquant a chaque fois une réallocation.

2. (2 point) Comment proposez-vous de corriger DeleteBack pour que deux réallocations soient
toujours séparées par un nombre suffisant d’opérations (insertion ou suppression) en @(1) de
facon a amortir le cotit des réallocations ?

Page 3



Réponse :
Il suffit par exemple de diviser la taille du tableau par deux lorsqu’il est au tiers plein. Dans
ce cas il faudra faire n/2 insertions ou n/2 suppressions avant d’avoir une nouvelle réallo-
cation.
On peut aussi imaginer diviser la taille du tableau par 4/3 lorsqu’il est a moitié plein. Dans
ce cas il faudra n/2 insertions ou /8 suppressions avant de provoquer une réallocation. Ce
second exemple est un peu moins équilibré.
Plein d’autres solutions sont possibles et correctes tant que le nombre d’insertion et de sup-
pression nécessaire pour provoquer une réallocation est proportionnel a n.

3 Comb sort (5 points)

Le « comb sort » ou « tri a peigne » est une amélioration du tri a bulles qui prétend rivaliser en vitesse
avec des tris plus sérieux comme le quicksort.

Le tri a bulles fonctionne en plusieurs passes qui parcourent le tableau entiérement de haut en bas :
lors de chaque passe, chaque élément du tableau est comparé avec I'élément précédent, ces deux élé-
ments sont éventuellement permutés pour faire remonter les petites valeurs (les bulles) et descendre
les grosses. Ces passes se répetent jusqu’a ce qu’aucune permutation ne soit nécessaire. Le probleme
du tri a bulles et qu’il peut exister des « tortues » : c’est-a-dire des petites valeurs vers la fin du tableau
qui vont demander beaucoup de passes pour atteindre leur place finale vers le début du tableau.

Le comb sort supprime les tortues en modifiant 1’écart entre les éléments comparés. Dans le tri a bulles
cet écart est toujours de 1 puisqu’'un élément toujours est comparé avec le précédant. Le comb sort, en
revanche, commence avec un écart aussi grand que la taille du tableau a trier, puis divise cet écart par
1,3 (en arrondissant a I’entier inférieur) apres chaque passe. Les grands écarts du début permettent de
faire vite remonter les tortues; a la fin, quand ’écart est devenu 1, le comportement est similaire a un
tri a bulles. Le comb sort se termine lorsqu’une passe avec un écart de 1 n’a fait aucune comparaison.

Voici une implémentation de 1’algorithme, tel qu’il est présenté sur wikipedia :

function combsortll (array input)
gap := input.size //initialize gap size
loop until gap <= 1 and swaps = 0
//update the gap value for a next comb

if gap > 1
gap := gap / 1.3
if gap = 10 or gap = 9
gap := 11
end if
end if
i:=0
swaps := 0

//a single "comb" over the input list
loop until i + gap >= array.size
if array[i] > arrayl[i+gap]
swap (array[i], array[i+gap])
swaps := 1
end if
i :=1i+ 1
end loop
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end loop
end function

1. (4 points) Donnez et justifiez la complexité temporelle de la fonction combsort 11 dans le meilleur
des cas, en fonction de la taille n du tableau a trier. Prenez garde au fait que la boucle interne de
I'algorithme effectue de plus en plus de comparaisons au fur et a mesure que la variable gap
décroit.

Réponse :

La boucle principale ne peut s’arréter qu'une fois que gap=1. Comme 1’algorithme com-
mence avec gap = n et divise cette valeur par 1.3 a chaque itération, il effectue au moins

I =|log,yn] = H%%J = O(logn) itérations. Dans le meilleur des cas le tableau sera déja
trié apres ces I itérations et il ne sera pas nécessaire d’effectuer de passe supplémentaire.

A chaque itération, la boucle interne du tri effectue un nombre croissant de comparaisons des
éléments du tableau. A la premiére itération on a gap = n/1.3 donc n — |n/1.3| comparai-
sons sont effectuées. A la second itération, gap = n/1.3/1.3 et n — |n/(1.3)?] comparaisons
sont effectuées, etc.

Dans le meilleur des cas, on effectue ainsi Y1 _,(n — ﬁ) comparaisons.

[ n n =1 1\* n 1_<%>I
y”‘ﬁ)i”“ﬁ(ﬁ):”“ﬁ -

=nl —nO(1) = n(BO(logn) —O(1)) = O(nlogn)

L’algorithme est donc de complexité @ (nlogn).

(Notez que dans ces calculs j'ai le droit de simplifier ©(logn) — ©(1) en O(logn) car toute
constante est négligeable devant une fonction de ®(logn).)

2. (1 point) Cet algorithme de tri est-il stable ou instable ? Pourquoi ?
Réponse :

Cet algorithme est instable a cause de son utilisation de gap > 1. Par exemple si 1’on consi-
dére une passe sur le tableau 4,4, 4,5,2,6 avec gap = 3, seul le second 4 va étre permuté avec
2 ruinant ainsi I'ordre original des 4.

4 Rotation d’arbre binaire de recherche (2 point)

Redessinez I’arbre binaire de recherche suivant apreés avoir effectué une rotation gauche de l’arc ®—0).

e Réponse :
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5 Arbres quaternaires (6 points)

On considere ici des arbres quaternaires, c’est-a-dire des arbres dont chaque nceud posséde soit 4 fils
(on parle alors de nceud interne) soit aucun fils (on parle alors de feuille).

La profondeur d’un nceud dans un arbre est la longueur du chemin qui le relie a la racine. La racine est
a la profondeur 0, ses fils a la profondeur 1, ses petits-fils a la profondeur 2, etc. La hauteur d"un arbre
est la profondeur de sa feuille la plus profonde.

Soyez précis dans vos réponses aux questions qui suivent. En particulier, si vous utilisez une partie
entiere choisissez bien entre partie entiére [supérieure| ou |inférieure .

1. (1 point) Quel est le nombre maximal de feuilles que peut posséder un arbre quaternaire de
hauteur h > 0?
Réponse :

4h

2. (2 point) Quel est le nombre maximal de nceuds que peut posséder un arbre quaternaire de hau-
teurh > 07?
Réponse :

h h+1
24i:4+ —1
i=0 3

3. (2 point) Quelle est la hauteur minimale que peut atteindre un arbre quaternaire de n > O nceuds ?
Réponse :
C’est une conséquence de la réponse précédente. La hauteur minimale est obtenue en trou-
vant le h minimal qui permet de stocker au plus n nceuds. On doit donc tirer 1 de :

4h+1 _q
n=—Fs—o0
3
Apres passage au log, et comme / est entier, on obtient

h=[log,(3n+1) —1]

4. (1 point) Quelle est la hauteur maximale que peut atteindre d’un arbre quaternaire de n > 0

neceuds ?
Réponse :

n—1

]
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Notations asymptotiques N
O =
D@A:vv {f(n) ]| 3c e R™, 3ng € N, ¥n > ng, 0 < f(n) < cg(n)} Un t Tas
(g(n)) = {f(n) | Ic € R™*, Ing € N, ¥n > ny, 0 < mw?v\A ) n tas est un arbre parfait partiellement ordonné : 1'étiquette d’un nceud -
O(g(n)) = {f(n) | Je1 € R™™*, 3e; € R™, Ing € N, ¥n > 1y, 0 < Dans les opérations qui suivent les ceud est supérieure 2 celles de ses fils
lim f(m) =00 = v ag(n) < f(n) < eg(n)} wH._uwmwm parfaits sont plus efficacement
n=e0 g (1) g(n) € O(F(n)) et f(n) & O(g(n)) f(n) € O(g(n)) — g(n) € Q(f(n)) représentés par des tableaux. @
n
fim £ _ g Insertion : ajouter 1'él e I e
n—oo g(1) f(n) € O(g(n)) et g(n) € O(f(n)) f(n)€© f(n) € Q( jouter 1'élément a e
n — %O\Dv fin du tas, 'éch:
tim £ e R e (8t g(n) € Q(f(n)) pere tant qu’ m _HMM mmmmwwmw e e e ° ° @ e e
n—00 %A:v \A:v € ®AWC\CV %5 remontant vers la racine).
. -0
Ordres de grandeurs Théore — insert = O(log )
oreme mmHﬂmHmi chvnmwmmos de la racine :
constante | ©(1) Soit 2 résoudr a remplacer par le derni
e T(n) = » ier
logarithmique | @ (log ) /o) — o (n) =aT(n/b)+ f(n) aveca>1,b>1 MM%MH“ 1 mnr&wmm avec
vl . - Si f(n) = plog,a—e us gran ils
polylogarith. | ®((logn)) ¢ >1 |- Si f(n) = O(n'*8:"), mem T(n) = v%m alors Tln) = O (o8, tant que celui-ci
= b
. O(vn) - Si f(n) = Q(n'°%"+¢) pour un ¢ > 0, et si nWMMwS < st plue grand
linéaire | @ (n) un ¢ < 1 et tous les n suffisamment grands, alors T(n nv\ (n vmvwwﬂa Trem = O(logn) ° e e e
O(nlogn) (Note : il est possible de n’étre dans aucun de ces troi "
quadratique | ©(n2) Tois cas.) _nﬂnwﬂ_én:oz interpréter ’
e \
o) e>2 Atbres oo e
i r _\ r—
mxwo%:wm:m (") c>1 nceuds internes (n7) l'ordre en partant des @o\
factorielle | @(n!) hauteur de I'arbre (h) Tuaomosamca de x feuilles (vues comme \Hm, o @
d 120 o
o) (nceuds 7 = ni + f) feuilles (f) Mm._“mmlnmﬁw@. ko ‘ @ e e ‘ e °
T = S uild = ?
Identités utiles Pour tout arbre binaire : @@@ @@ @
n n< 2l _q @
= h>
o nlrtD) Feo > [logy(n +1) 1] = [logy n] sin >0 Arbres Rouge et Noir
=0 2 ; =< B> Mog, f1si f >0 Les ARN sont des arbres binaires de recherche dans lesquels : (1
n = 1 3 . S: .
M xF = E : ni+1(si l'arbre est complet = les nceud internes ont tous 2 fil m# mmg:mm. (NIL) sont noires, (3) les fils d’un neeud ro 1 v un noeud est E ou E~ (2) racine
_ six#1 Dans P, ils) a une feuille (de ses d ; uge sont noirs, et (4) tous les chemi i
fr xr—1 un arbre binaire équilibré feui R b s descendants) contiennent le mé es chemins reliant un nceud
ire une feuille est soit a la prof ropriétés interdi B méme nombre de nceuds noirs (= ;
o llog,(n +1) — profondeur prop terdisent PR noirs (= la h
L 1 g, (1 +1) — 1] soit a la profondeur [1 un trop fort déséquilibre de I'arb a hauteur noire). Ces
Yok = si Pour ces arbres it = 0gy(n+1) —1] = |log, n]. Insertion d’ . arbre, sa hauteur reste en ©(logn).
L T <1 G res h = |log, n). 2 nsertion d’une valeur : insérer le nceud avec la coul 5 57
s Qb arl Hm.wmamm_,* (= complet, équilibré, avec toutes les feuilles d binaire de recherche classique, puis, si le pére est r n e Touse \m la position qu'il aurait dans un arbre
M kxk = } silx] <1 mnﬁmqm::\mw: a gauche) étiqueté peut étre représenté par un ﬁhu_mm Cas 1: Le pere et I'oncle du neeud ouge, considérer les trois cas suivants dans 1'ordre
k=0 —X u. s 1s 2 :
" . VAR e —— Les indices sont reliés par : Wo\zmwnmam sont tous les deux rouges. (Dans tous ces cas,
) i = ©llogn) Ao lelelelcldli[ T ] Pere(y) = [y/2] Répéter cette transformation 4 par- les lettres grecques
k=1 ¢ d f 12345678 FilsG(y) =y x 2 re grand-pére si I'arriére grand- représentent des
nl =/2nn Amv: AH +0 AH vv FilsD(y) =y x2+1 pere est aussi rouge. sous-arbres avec
- — Cas 2: Si o , la mé
D M — " Rappels de probabilités e, et Mw_mm_mma et rouge, foncle € noire) hateur
éfinitions Qj\mﬂm@m Espérance d’un . ’ e nceud courant n’est .
e variable aléatoire X : C’ pas dans I'axe pére—, -pe
La noﬁv_mxxm d’un probléme est celle de I'algo- attendue, ou moyenne. E N__nml MUHM.,WM waww_m:q rotation wmagmmwmwm:mmmw.&mﬂm Hm\mwzm
rithme le plus efficace pour le résoudre. Variance : V. et grand-pére.  pere _rotation . rotation + inv. coul. B
; . ce: — . coul.
Un E\WSEm préserve Vordre relatif de deux ey . ar[X] = E[(X — E[X])}] = mt& E2[X] Cas 3 : Si le pere est rouge, I’oncl; (cas 2) (cas 3) _w C
éléments mmmCx.A.wc sens de la relation de . _M-on,:m_m * On lance # ballons dans r paniers. noir, et que le nceud no:mam: mmﬁn ¢ A 0 B )
5 comparaison utilisée pour le tri). A Mm Q::Mm\ dans les paniers sont équiprobables dans 1’axe pere-grand-pere, un ro
i . . = 1/r).0 . : - B , -
" meﬂmﬂ__wnm utilise une Emgoqm temporaire le panier i. mvub ms Mﬂm NNI_M :ol:.&a»m mm ballons dans EM:WW et une inversion de couleurs © @ @ !
L e constante (indépendante de n). ) peut montrer E[Xi] = n } Cip (1 — 53\» On| |Tct@ issent les propriétés des ARN.
ma<2_5|§c|5 RN g « B « B 7
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