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Diviser pour régner Algorithmes récursifs

To understand what is recursion you must first understand recursion.

Principe de la récursivité
@ On sait gérer des cas simples. (Cas de bases)
@ On sait passer d'un cas compliqué a un cas plus simple.
@ On passe des cas compliqués aux cas simples de proche en

@ Diviser pour régner
@ Algorithmes récursifs
@ Principe de diviser pour

régner proche.
@ Ex. : Multiplication de Avantages . .
Polyndmes @ Algorithmes concis
e Ex. FFT @ et faciles a prouver
@ Multiplication de matrices Inconvénient

@ Une appel récursif est assez coliteux (temps & espace). On a
souvent avantage a implémenter des versions non-récursives.
Mais les compilateurs peuvent optimiser les recursions
terminales : un appel récursif en fin de fonction est transformé
en boucle.
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Exemple de récursion terminale Optimisation des appels terminaux

Power(v, n) (tail call optimization)

1 if n= 0 then return 1 Pour un compilateur, au milieu d'une fonction Titi(...) toute

2 return vxPower(v,n—1) instruction du type « return Toto(...) » (ou Toto a la méme
L'appel a Power n'est pas terminal : il y a une multiplication ensuite. signature que Titi) peut &tre remplacée par une mise a jour des
Power(v, n) arguments suivie d'un goto au début de la fonction en question. Cela
1 return Power'(v,n,1) dérécursive les recursions terminales, mais pas uniquement.

Power'(v, n, res)
1 if n=0 then return res
2 return Power(v,n — 1, v X res)

Cela est fait par GCC a partir de -02 ou si
-foptimize-sibling-calls est spécifié.

Maintenant la récursion est terminale, elle peut étre réécrite : Parmi les algorithmes vus, sont optimisables automatiquement :
Power'(v, n, res) @ BinarySearch
1 if n =0 then return res o Heapify
2 n+<n-1 @ StochasticSelection
3 res< v Xres @ Le dernier des deux appels récursifs du quick sort
4 goto 1 (on a donc intérét a y traiter la plus grosse des deux partitions)
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Mulilcaion de Polynomes

Algorithmes en trois étapes :
@ Diviser le probléme en plusieurs sous-problémes plus simples
@ Régner, i.e., résoudre les sous-problémes (récursivement ou non
g p ( ) Pl(X):aan+"'+alX+ao

° Combmer_ les résultats obtenus pour chaque sous-probléme en Pa(x) = byx" + -+ - + bix + by

une solution globale. .
Ps3(x) = P1(x)Pa(x) = conx”" + - - - 4+ c1x + o
MergeSort et QuickSort sont des algorithmes « diviser pour régner ».
(En anglais : divide en conquer algorithms.)
Dans le cas de QuickSort I'étape de combinaison est vide. Onac = Z ajb;.

i+j=k

Le complexité est de la forme : Probléme : Multiplication de deux polynomes
Entrée : Les a; et b;

T(n) = D(n)+aT(n/b) + C(n) Sortie : Les ¢;.

On la résout généralement avec le théoréme général.
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Méthode simple Méthode « diviser pour régner » (Karatsuba 1/3)

Supposons Pi(x) = gix + r1 et Pa(x) = gax + .

Alors P3(x) = q1q2x® + (qir2 + nqa)x + nir.

Mais on peut aussi écrire

P; = q1gox* + (ig2+nn—(n—aqi)(rn— q))x+ nr.
On fait alors 3 multiplications au lieu de 4.

Entre ¢y est ¢, : (n+2)(n+1)/2
multiplications.

Entre ¢,.1 est ¢, @ (n+1)n/2
multiplications.

co = aogbo

c1 = apb: + a1 by
Généralisons : si degré(P) =2™ — 1= n—1, alors

' Pi(x) = a,_1x""1 4+ -+ + a;x + ap peut s'écrire
— TOtaI (n + 3)(” + 1)/2 ' ", n/2—1 n n/2—1
Ch = aob,, +---+ a,,bo multiplications. Pl(X) = \(an,1X / j— SRR a,,/z)Jx /2 +Sa,,/2_1x / v+ R 30)1.
it =a1bnt o anb ona(n43)(n+1)2-(@n+1) &) Ri(x)
. additions. On utilise donc une approche diviser pour régner.
Au final ©(n?) opérations.
Cop = anbn n
P3(x) = x"Q1(x) Q2(x)
+x"2 (Q1(x) @2(x) + Ru(x)Ra(x) = (Ri(x) = Q1(x))(Ra(x) — Q(x)).
+ Ri(x)Ra(x)
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Méthode « diviser pour régner » (Karatsuba 2/3) | Méthode « diviser pour régner » (Karatsuba 3/3)

Attend deux tableaux P; et P, de taille n (avec n = 2™) représentant
les coefficients de deux polynémes de degré n — 1. Retourne un
tableau de taille 2n — 1 contenant les coefficients du produit.

Karatsuba(P;, P, n)
1 ifn=1 o(1) T(n) = o(1) sin=1
return [P1[0] x P,[0]] ~|3T(n/2)+6O(n) sin>1

On a directement :

Ry« Pi[0: 5 —1]; @ < P[5 :n—1]
Ry = Po[0: 5 —1]; @2 < Po[5 : n—1]
Ty <Karatsuba(Ry, Rz, 5)

2

3 O(
4 o Par application du théoréme général (a =3, b =2, f(n) = ©(n)
5 T(

6 T, <Karatsuba(Q1, @, 5) T(

7 O(

8 T(

9 O(

0

1

dominée par n'°823) on obtient :

T3¢ Q—Ry; Ty R — @y

Ts <—Karatsuba( T3, T, 5)

X[0:n—=2]+ Ty, X[n—=1]«0; X[n:2n—2] «+ T1
X[g%—Q]eX[g%—2]+T1+T2+T5 @(n
return X o(1)
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Autre approche de la multiplication de polynémes Evaluation d'un polynéme

@ Un polynédme de degré n — 1 est défini de maniére unique par ses Combien colte I'évaluation d'un polynéme P de degré n — 1 en un
n coefficients. Il est aussi défini de maniére unique par ses valeurs point x ?
en n points différents (cf. unicité du polynéme de Lagrange). o L
@ Multiplier deux polyndmes représentés par leurs valeurs prises VZ 3naXT T anoXT T X 3
aux mémes points est trés simple : (P x Q)(x) = P(x) x Q(x). = ((-+- ((an-1x + an2)x + an-3)x + -+ )x + a1)x + a
D'ou I'idée de changer de représentation : Eval(P, n, x) EvalHorner(P, n, )
b p Karatsuba ©(n'°e23) p_pp 1 xi=1 1 xi=1
. 2 = 2 _ _ _
représentation 1(\_ - ' 2 v —.P[O] 2 v —_P[” 1]
par coefficients @ @ 3 for /.from .1 ton—1do 3 forifromn—2to0 .do
P B 4 XI 4 Xi X X 4 v < (v X x) + PJi]
S ig- 7777777777777777777777777777 = S 5 v+ v+ Pli] x xi
représentation S o 6 return v 5 return v
O - X O
par valeurs Produit terme a terme ©(n) . .
P, P} P’ = PP} 2n — 2 mult., n — 1 additions. n— 1 mult., n — 1 additions.
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FFT - Transiormée de Fourier rapde (1/4)

@ Evaluer un polynome de degré n — 1 en un point coiite ©(n Soit A | de d 1 tel _om.
Il n'est pas possible de faire mieux. (Pourquoi?) oit A un polynome de degré n — 1 tel que n =

- R 3 . N Notons a le tableau des coefficients de A(X).
@ Evaluer un polyndme de degré n — 1 en n points coiterait ©(n?) (X)
si I'on enchaine les n évaluations.

_— R ) Ax) = a[n— 1]x" 1t +a[n — 2]x"? + .- + a[l]x + a[0
Avec une telle complexité, il est inutile de chercher a représenter (*) [ ] + 4l ] oot alllx+a[0]
un polyndme par valeurs pour pouvoir le multiplier plus vite : la La transformée de Fourier discréte (DFT) du tableau a est le tableau
conversion initiale est déja plus chére que Karatsuba... b = F(a) ou
n—1
Heureusement, en choisissant les points d'évaluation blk] = A(wF) = Z ajlwl

astucieusement, on peut faire (beaucoup) mieux que ©(n?). j=0

L'astuce consiste évaluer le polynéme aux racines n-iémes de |'unité :

Un calcul naif de F(A) demande ©(n?) opérations. Le choix des
points d'évaluation nous permet de faire ces calculs plus rapidement
Rappel : {wk} = {1,i,—1,—i}. avec une approche diviser pour régner.

C'est la base de la transformée de Fourier rapide (FFT).

wk = ™" pour k € [0, n[

A. Duret-Lutz Algorithmique
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FFT : Transformée de Fourier rapide (2/4) FFT : Transformée de Fourier rapide (3/4)

L'idée : séparer a en deux tableaux Even(a) et Odd(a) formés On voit apparaitre la récurrence :
respectivement des n/2 valeurs d'indices pairs et impairs. n—1
Vk € [0, n, F(a)[k] = aljlwy
n—1 . j=0
blk] = Z a[j]w,’? posons j =2mou j=2m+1 nj2—1 nj2—1
j/:o / Yk € [0, n[, F(a)[k] = Z Even(a)[jlw,), + wh Z Odd(a)[]w )T
n/2—-1 n/2—1
o 2km 2km+k
= D alemle 4 ) alem 41 e [0,/2L, FIK] = F(Even(a)[A] + £ F(Odd( )k
m=0 m=0
n/2—1 n/2—1
= Z a[2m](w?)™ 4 Wk Z a2m + 1](w?)*m Pour trouver les termes de [n/2, n[ on s'appuie sur la périodicité des
- - . b (kbnf2)j K kbn/2 _ ok
m=0 m=0 racines de l'unité @ w, =w,n et w = —wy.
n/2—1 n/2—1
_ k _ k
= Z Even( a)[m]wn/2 + w, Z Odd(a [m]cun/2 vk € [0, /2], F(a)[k] = F(Even(a))[k] + wn]-"(Odkd(a))[k]
F(a)[k + n/2] = F(Even(a))[k] — wkF(Odd(a))[K]
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FFT : Transformée de Fourier rapide (4/4) Transformée de Fourier inverse (1/2)
Calcul de la transformée discréte d'un tableau A de n éléments blk] = > 5 " ajlw¥ peut étre vu matriciellement comme b = Wa ou
(Cooley-Tukey, 1965). ) i
FFT(A, n) L1 1 - 1
. . ]_ wl wz P wn_l
1 if n=1 then return A n n 2n-1) )
2 for k from 0 to n/2 do Ww=|1 w; Wh Wn = [w!]
3 E[k] < A[2K] Lo : - :
4 O[K| + A2k + 1] R o B G G
5 FE < FFT(E,n/2 o ] . o
6 FO FFT((O, n//2)) Montrlons qui W;l :1%[w;’1](ie_nj)(;on5|d-erant [pi] = WW 1: Qn 2
7 for k from 0 to n/2 — 1 do Pij = 7 Dk WnWy 1_7.: D oW Clairement p;; = 1. Et si i # J,
8 t < e?mk/n x FO[k]  //std::polar(l.,(2xk*M_PI)/n) S (Wi = (“’",._JJ.)"I (“")_'J_Jll = 1':’J ~L = 0. Donc P = /d.
9 Blk] « FE[K] + ¢ On en déduit que
10 Blk + n/2] < FE[k] — t =
11 return B K== blilw=k
o = 5 3 ol

T(n)=2T(n/2)+©(n) = T(n) =0©(nlogn)
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Transformée de Fourier inverse (2/2) Application au produit de polynémes

Connaissant b = F(a) comment utiliser F pour retrouver a? Attend deux tableaux P; et P, de taille n (avec n = 2™) représentant
les coefficients de deux polynémes de degré n — 1. Retourne un
tableau de taille 2n contenant les coefficients du produit.

n—1 ' 1 n—1 '
blk] = Ailwd = alkl= =S plilwk ProductFFT(Py, Py, n)
I J-Zom" i n;o e 1 A0:n—1]« P;An:2n—1]«0  O(n)
— 2 B[0:n—1]« Py B[n:2n—1]«0 O©(n)
— a[k] = 1 (Z b_[j]w,fj> 3 FA<+FFT(A,2n) ©(nlog n)
n\‘= 4 FB < FFT(B,2n) ©(nlog n)
1—— 5 forkinOto2n—1 O©(n)
=7F(a) = a=_F(b) 6  FR[k] « FA[k] x FB[K] o(n)
7 R <« FFT(FR,2n) ©(nlog n)
8 forkinOto2n—1 ©(n)
On peut donc réutiliser la FFT pour calculer son inverse. Le surcoit 9 R[k] < R[K]/n ©(n)
de ©(n) opérations (calculs des conjugués et divisions par n) étant 10 return R ©(n)
négligeable devant le coiit en ©(nlogn) de la FFT. T(n) = O(nloz n
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Comparaison des trois produits de polynémes Multiplication de matrices classique

produit naif (7,4 s)

-7s
Mesure des implémentations des - bs
tro,ls alg}onthmgs d,e r\nultlpllcatlon - Bs Pour deux matrices A et B de taille n x n, on calcule C = A x B avec
présentés, appliqués a des poly-
ndmes de degré n croissant. ~4s !
Vi e I[l,n]],VjE[[l,n]], C;J:Za,'7k'bk’j
- 3s =

N uelle est la complexité du calcul de tous les coefficients de C ?
Karatsuba (1,4 s) ~ 25 Q P
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Multiplication de matrices récursive Algorithme de Strassen

Pour cet algorithme et le suivant, on suppose que n est une puissance Comme dans I'algorithme précédent, on suppose les matrices
de 2 (c'est-a-dire n =2™); il est toujours possible de s'y ramener en découpées en quatre blocs de taille 5 x 7.
complétant les matrices avec des lignes et des colonnes remplies de 0. Posons

Découpons chacune de ces matrices en quatre blocs de taille § x 7 : M, =(A 402)(B Bry) My —(A 4o)B
1 =(A11 + A22)(B11 + b2 2 =(A21 + Ax2)b11

A= (ﬁl’l 21’2) , B= (gl’l gl’2> , C= (gl’l gl’z) Ms :A1,1(51,2 - 32,2) M, :A2,2(32,1 - B1,1)
21 A22 21 b2y 21 Cop
’ Ms =(A11 + A12)B2> Me =(Az1 — A11)(Bi1 + Bi2)
On a alors : M7 :(A172 - A2’2)(B271 + 8272)
CG1=A11B11+A12B1
on a alors
Cio=A11B12+ A12Bs
Cox =A21Bi1 + Ar2Bos CGi1=M + My — Ms + M; Cio =Mz + Ms
G =A21B12+ AspBop G =M+ M, Cop =My — My + Ms + M
Ceci suggere un algorithme récursif de calcul des coefficients de C. Ceci suggere un second algorithme récursif de calcul des coefficients
Quelle est sa complexité? de C. Quelle est sa complexité ?
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Programmation dynamique Programmation dynamique
@ Principes
@ Chaine de Multiplications de . ) e . L
Matrices @ Il s'agit encore une fois de définir le probléme récursivement
o Plus longue sous-séquence @ Mais cette fois-ci, les différents sous-problémes partagent des
commune sous-sous-problémes.

@ On veut éviter de recalculer chaque sous probléme plusieurs fois
@ On stocke ces résultats dans un tableau.

© Programmation dynamique
@ Distance de Levenshtein
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Distance de Levenshtein (1/4) Distance de Levenshtein (2/4)

Distance d'édition entre deux chaines (string edit distance). Si a, b

Implémentation récursive directe :
StringEditDistance(u, v)

sont deux lettres et u, v deux mots : 1 if length(u) = 0 then
J B 2 return length(v) Notons n = |uv|.
L(u,€) = [ul 3 if length(v) = 0 then
di(e,v) = |v| 4 return length(u) T(n)=06(1)+ T(n—1)
di(au, bv) = min (1 + d;(u, bv), 1+ d;(au, v), 0,26 + di(u, v)) 5 if u[0] = v[0] then +T(n—1)+ T(n—2)
6 cost < 0
Exemples : 7 else T(n) = 9(13 +2T(n—1)
. . § 8 cost + 1 T(n) =Q(2")
di("maks”," make") = 1 1 remplacement 9 d; «StringEditDistance(u[1..], v)
d, (" maks"," emacs") = 2 1 insertion, 1 remplacement 10 dy «StringEditDistance(u, v[1..])
11  d; < StringEditDistance(u[1..], v[1..])
12 return min(1 + di, 1 + d, cost + ds)
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Distance de Levenshtein (3/4) Distance de Levenshtein (4/4)

Exercice : représenter |'arbre correspondant au calcul récursif de
StringEditDistance("bank","brake"). Repérer les nceuds identiques.

En fusionnant les nceuds identiques, on peut obtenir la grille suivante,
ou par exemple on voit que la distance entre "ban" et "bra" est 2.
Chaque entrée de cette grille se calcule a partir des voisins nord,

nord-ouest, et ouest.

Les lignes de ce tableau peuvent étre calculées en écrasant la

précédente.

A. Duret-Lutz

Algorithmique

e b r a k e
e|l0 1 2 3 4 5
b|1 0 1 2 3 4
a2 1 1 1 2 4
n|3 2 2 2 2 3
k4 3 3 3 3 3

StringEditDistance(u, v)

O(|u| - |v|) opérations
1 for i<« 0 to length(u) do

2 D[]« i
3 for j < 1 to length(v) do
4 old < DI0]
5 D[0] <
6 for i < 1 to length(u) do
7 if u[i — 1] = v[j — 1] then
8 cost < 0
9 else
10 cost < 1
11 tmp < min(1 + D[i — 1], 1 + DJi], cost + old)
12 old + DIJi]
13 D[i] + tmp

14 return tmp
31 / 60 A. Duret-Lutz Algorithmique 32 / 60



Programmation dynamique : principes Chaine de multiplications de matrices 1/10

Le mot « programmation » n'est pas celui qu'on imagine. Il faut le Soient n matrices Ay, A, ... A, dont on veut calculer le produit
prendre dans le sens « plannification », « optimisation » : on Ar- Az An

cherche un meilleur chemin parmi des choix possibles. On peut évaluer cette expression aprés |'avoir parenthésée pour lever

L'approche s'applique aux problémes qui ont des sous-structures toute ambiguité sur I'ordre des multiplications.
optimales. C'est-a-dire que I'on peut construire une solution optimale

3 partir de solutions optimales pour des sous-problémes. La multiplication de matrices étant associative, le résultat est

indépendant du parenthésage.
@ Casser le probléme en sous-problémes plus petits.

@ Trouver des solutions optimales pour ces sous-problémes, par la AL A A3 AL = (A1(Ax(A3AL)))
rljle-re rrl\ethoclie,-recursn/.em]ant.d h " — (A1((A2A3)As))
Ut s shtrs ot o chae s rsens o - (kI kA
. = ((A1(A2A3))As)
A chaque étape, mémoizer le résultat, c'est-a-dire sauvegarder le = (((A1A2)A3)A)
résultat correspondant a chaque entrée, pour ne pas le recalculer.
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Chaine de multiplications de matrices 2/10 Chaine de multiplications de matrices 3/10
Probleme Soient Aq, A, ... A,, n matrices de dimensions p;,_; X p;.

Comment choisir le parenthesage de Ay - Ay - -+ A, pour minimiser
le nombre de multiplications scalaires ?

Solution bovine On teste tous les cas possibles. Soit P(n) le nombre
de parenthésages possibles pour n matrices.

Le parenthésage peut avoir un impact sur le colt du produit. Le
produit d'une matrice de taille p x g par une matrice de taille g x r
génére une matrice de taille p x r aprés pgr multiplications.

Soient trois matrices A;, A, et Az de dimensions 10 x 100, 100 x 5 1 sin—1
et 5 x 50. (=4, =
—_1 P(k)P(n— k) sinon
Combien de multiplications pour P(n) désigne aussi le nombre d'arbres binaires de n feuilles. On
o ((A1A2)A3)7 peut montrer que
4 (A]_(A2A3))? 1 4n
—_————

e _ n _ ~n—1
n® nombre de Catalan = CJ, — G5°

Nombre de parenthésages exponentiel en n.
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Chaine de multiplications de matrices 4/10 Chaine de multiplications de matrices 5/10

Sous-structure optimale Définition récursive d'une solution optimale
Nous notons A; ; la matrice résultant de |'évaluation du produit @ Sous-probléme : colit minimum d'un parenthésage de
A; - Aiy1 -+ Aj. Un parenthésage optimal de A; - Ay - - - A, sépare le Ai- A1 A
produit entre Ay et Axy1 pour un certain k. @ On note m[i, j] le nombre minimum de multiplications
Dans notre solution optimale on commence donc par calculer les scalaires pour A ;.
matrices Ay x et Axy1., puis on les multiplie pour obtenir A; . o Vi, mli,i] =0car A, = A;.
Le codit du calcul est la somme des colits des calculs des matrices o Considérons i < j, et supposons le produit A; - Ai11 -+ A;
A1 ik et Aci1.n et de leur produit. coupé entre Ay et Ax 1. Alors
Le parenthésage du sous-produit A; - - - A, (et celui de Agyq---Ap) m[i,j] = m[i, k] + m[k + 1, j] + pi—1pxkp;. On doit choisir k
doit étre optimal : sinon, on le remplace par un parenthésage plus pour minimiser m([i, j].
économique, et on obtient un parenthésage global plus efficace
que... le parenthésage optimal ! {0 sii=]
Une solution optimale & une instance du probléme de multiplication mli, ] . ) ) oL
d’une suite de matrices utilise donc uniquement des solutions mini<i<j{mli, k] + mlk + 1,1 + pi—1pepj}  si i <
optimales aux instances des sous-problémes. On note s[i, j] le k minimum pour A; - Aij1- - A;.
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Chaine de multiplications de matrices 6/10 Chaine de multiplications de matrices 7/10
BestCost(p, i, /) Le nombre de sous probléme A; ; avec i > j est restreint. Il y a
1 if i =j then return 0 n(n+1)/2 = ©(n?) possibilités.
2 m[i,j] + +o0 L'algorithme BestCost rencontre chaque sous-probléme un nombre
3 fork<«itoj—1do exponentiel de fois d'oll sa complexité.
4 q <BestCost(p, i, k) + BestCost(p, k + 1,j) + pi-1pxp; Cette propriété, dite des sous-problémes superposés, est celle qui
5 if g < mli,j] then m[i,j] < q permet de faire de la programmation dynamique.
6 return m[i,j]
Sin=j—i+1 ona i {0 sii=]
n—1 mii,J| = : . . L.
T(n) = 0(1) + Z(T(k) T k)1 1) minj<xk<;{m[i, k] + mlk + 1,j] + pi1ipxp;} sii <]
k=1 On résout le probléme diagonale par diagonale :
n-1 @ On calcule m[i, ] pour i = j, facile c’est 0.
=2 T(k)+n=Q(2") @ On calcule m[i, /] pour i — j = 1 en fonction des précédents.

@ On calcule m[i, ] pour i — j = 2 en fonction des précédents.

@ etc.
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Chaine de multiplications de matrices 8/10 Chaine de multiplications de matrices 9/10

MatrixChain(p)
1 n<« length(p) —1
2 for i< 1tondom[ii]< 0
3 for /< 2tondo

4 fori<—1ton—/+1do

5 jeitl-1

6 mlij]« +oc

7 for k< 1toj—1do

8 q < mli, k] + mlk + 1, /] + pi-1pxp;

9 if g < m[i,J] then

10 mli,j] < q

11 sli,j] < k

12 return (m,s)
As 5x10 Meilleur parenthésage : ((A1(A2A43))(AsAs))

Chaine de multiplications de matrices 10/10 Plus longue sous-séquence commune (1/4)

Probléeme

Entrée : deux chaines, p.ex. "loutre" et "troupe".
Sortie : une plus longue sous-séquence commune, "oue" ou "tre".
Approche bovine

L'algorithme MatrixChain posséde trois boucles imbriquées qui font Il y a 2" sous-séquences dans une séquence de n lettres. Une telle
chacune au plus n itérations. aproche demande donc un temps exponentiel en la taille des
chafnes.
T(n) = O(n®) Sous-structure optimale
Un décompte plus précis permet de montrer T(n) = ©(n®). Notons X = x1x; -+ Xm €t Y = y1y2-- -y, les chaines d'entrée, et

Z = 717, - - - z, une PLSC. Notons de plus X; le i®préfixe de X,
c.-a-d. X,' = X1 X - Xj. Ona:
@ Xy = Yn —> Zk = X = Yo €t Zx_1 est une PLSC de X,,_; et
Yn,1
@ Xy # Yo N2k # X =—> Z est une PLSC de X, 1 et Y
@ Xm # Ya N2k # Yy —> Z est une PLSC de X et Y,
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Plus longue sous-séquence commune (2/4) Plus longue sous-séquence commune (3/4)

LCS(X, Y)

_— . 1 m < length(X)
Définition récursive de la longueur :

2 n< length(Y)
3 for i< 0tomdo C[i,0] + 0
.. . 4 forj< 1tondo C[0,j]<+ 0
o 0 S!':OOUJZO 5 fori<+ 1tomdo
C[’?J]: C[I_1>J_1]+1 Sl i7j>0etxi:yi 6 fOI’j(—].tOﬁdO
max(C[i,j —1],C[i — 1,j]) sii,j>0etx #y 7 if x; = y; then
8 Clij] « Cli—1,j— 1] +1
On voit tout de suite que la procédure pour calculer la longueur 9 B_[l',j] <IN
maximale sera en ©(mn) : il suffit de remplir le tableau ligne par 10 else 'f_C_[’ - 17J_] 2 C_[’aJ — 1] then
ligne jusqu'a obtenir C[m, n. 11 Clij]  Cli=1,J]
12 Bli,j] <" 1"
Pour produire la PLSC il faut retenir les choix qui ont été faits, 13 else
comme dans MatrixChain. On utilise un tableau B pour cela. 14 Cli,j] < Cli,j —1]
15 Bli,j] <" <"
16  return (B, C
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Plus longue sous-séquence commune (4/4) Algorithmes gloutons
0 0 0 0 0 0 0
T T T TN
0 0 0 0 1)+1|+1
R ™ T T TN
0 0 0 0 1 21«2
0 R 0 1 1 (3 ] Algorith_mes gloutons
0 0 1]+1 1 2 2 @ Principe
U 1 IR 1 1 ° Distri!),u'feur de Monnaie
0 0 1 2«2 2 2 @ Propriétés gloutonnes
p 0 0 0 0 0 1 @ Le probléme de la loutre
0 0 1 2 2 2 2 @ Codage de Huffman
E T T T TN
0 0 1 2 2 2 3
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Algorithmes gloutons Principe d'un algorithme glouton

Résolvent un probléme d'optimisation, comme la programmation
dynamique. Leur méthode est complétement différente.

Un algorithme glouton résoud un probléme pas a pas en faisant

: . : : N Notons C I'ensemble des candidats et S une tentative de solution.
localement le choix qu'il estime le meilleur. Il espére ainsi trouver la

meilleure solution globale. 1 while not is_solution(S) and C # () do
P.ex. un algorithme glouton du voyageur de commerce visite toujours 2 X + select(C, 5)
la ville non-visitée la plus proche de la derniére ville visitée. 3 C “ C\ {x}
4 if feasible(S U {x}) then
Ingrédients : 5 S+ SuU{x}
@ un ensemble de candidats pour créer la solution 6 return S
@ une fonction select, pour choisir le meilleur candidat a ajouter
a la solution
@ une fonction feasible vérifie si un ensemble de candidats est
faisable
une fonctlon is_solution |nd|que quand une solution a été
A, Duret-Lutz Algorithmique 50 / 60

Rendu de Monnaie Propriétés gloutonnes

La monnaie : C = {2, 2, 1, 1, .50, .50, .20, .20, .10,, .10}.

Soit v — 1.90€ 4 rendre avec le moins de pices possible. Propriété du choix glouton : on peut arriver & une solution

globalement optimale en effectuant un choix localement optimal.

L'algorithme glouton : Le choix peut dépendre des choix faits jusque la, mais pas des
o is_solution(S) =T = v=13.ci choix qui seront faits ensuite (e.g. solutions des sous-problémes).
o select(C,S) = max C Dans le rendu de monnaie a partir des piéces vy > v, > --- > v,
o feasible(S) = T <= v >3, qi on montre que pour tout montant v tel que v; < v < v, il
n'existe pas de solution optimale qui n'utilise pas v;;1.
La solution trouvée : S = {1,.50,.20,.20}. Sous-structure optimale : une solution optimale du probléme contient
la solution optimale de sous-problémes.
Cette solution est-elle optimale ? Dans le rendu de monnaie, si S U {x} est une solution optimale
Ici, oui. En général, cela dépend de C. pour rendre v a partir de C, alors S est une solution optimale pour
Par exemple avec C = {1, .50, .30, .30, .30, .5, .5, .5} la solution rendre v — valeur(x) a partir de C\ {x}.

gloutonne serait {1,.50,.30,.5,.5} et non {1,.30,.30,.30}.
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Le probléme de la loutre (1/2)

Une loutre est au bord d'une rivére en train de pécher des poissons
pour sa petite famille, les poissons ne pésent pas tous le méme poids
et ont des valeurs caloriques différentes.

La loutre veut maximiser le nombre de calories qu'elle va rapporter
sachant qu'elle ne peut porter qu'au plus 10 kilos de poisson.

@ Si la loutre sait découper un poisson, elle peut appliquer une
stratégie gloutonne. Elle choisit les poissons en commencant par
celui dont le ratio calories/kilos est le plus élevé; elle découpe le
dernier poisson pour ne pas dépasser 10kg.

@ Sans découpage une stratégie gloutonne n'est pas applicable.
P.ex. 3 poissons :

2kg  6000kcal
4kg 10000kcal
6kg 12000kcal

La solution gloutonne utilise un poisson
de 2kg et un de 4kg, alors que la
solution optimale est 4kg+6kg.
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Codage de Huffman (1/6)

@ Le codage de Huffman est une méthode de compression de texte.

e Chaque caractére est représenté de maniére optimale par une
chaine binaire, appelé un code.

@ Pour économiser de I'espace, on utilise des codes de longueur
variables.

@ Ce code est basé sur une propriété statistique : plus un caractére
est fréquent, plus son code est de longueur petite.

@ Aucun code n'est préfixe d'un autre code : on parle de codage
préfixe. (La décompression est aisée : on lit bit & bit jusqu'a
reconnaitre un mot du code.)

A. Duret-Lutz Algorithmique ]

Le probléme de la loutre (2/2) : Prog. Dyn.

Pour la loutre sans découpage, le probléme a bien la propriété de
sous-structure optimale (si on retire un poisson de xkg de la solution
et du probléme, et si la loutre ne peut porter que (10 — x)kg alors la
nouvelle solution est optimale) mais il n'a pas la propriété du choix
glouton.

On peut résoudre le probléme de la loutre (sans découpage) par la
programmation dynamique... Notons w; et ¢; les poids et calories des
différents poissons. On note Sy ,, les calories de la solution optimale
pour les k premiers poissons jusqu'a concurrence du poids w. On a

0 sik=0ouw=0
sik>0et0<w< w
sik >0et w, <w

Sk,W - Skfl,w

max(Sk—1,w, Ck + Sk—1,w—w, )

D’oti un algorithme faisant 1 + k passes sur un tableau S[0..w].
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Codage de Huffman (2/6)

lettre  a b c d e f
frequence 45% 13% 12% 16% 9% 5%
code de longueur fixe 000 001 010 011 100 101
code de longueur variable 0 101 100 111 1101 1100

Un fichier composé de 100000 caractéres avec les fréquences du
tableau occupe 300000 bits avec les codes de longueur fixe et 224000
bits avec le code de longueur variable. Economie : 25%.
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Codage de Huffman (3/6) Codage de Huffman (4/6)

@ Un arbre binaire peut étre utilisé pour représenter n'importe quel
codage binaire.

@ Les arétes de |'arbre sont étiquetées par des 0 (gauche) et 1
(droite).

@ Le code de chaque lettre est donc un chemin dans I'arbre.

@ Chaque feuille correspond a une lettre donnée.

@ Décoder un caractére se fait en suivant un chemin de la racine a
une feuille, le codage est |'opération inverse.

@ On ajoute des cumuls de fréquences sur les nceuds.

Exemple de décodage : 110001001101 = face.
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Codage de Huffman (5/6) Codage de Huffman (6/6)

Un codage préfixe optimal est forcément représenté par un arbre

binaire complet (sinon cela signifie que préfixes ne sont pas utilisés). Si la file de priorité F est implémentée par un tas.

L'arbre posséde alors |C| feuilles (le nombre de lettres) et |C| — 1 T(n) = O(n) + (n — 1)O(log n) = O(nlog n)

nceuds internes.

L"algorithme glouton de Huffman part d'un ensemble de |C| feuilles et On peut montrer que

effectue un ensemble de |C| — 1 fusions pour construire I'arbre final. @ Le codage de Huffman est un codage préfixe optimal. (Il n’existe
Huffman(C) pas de codage préfixe donnant de meilleure réduction.)
2 n<«|C]

@ La compression maximale accessible a partir d'un codage de

3 F < ¢ caractéres peut étre obtenue avec un codage préfixe.

3 fori<—1ton—1do . )

6 z < NewNode() @ Le codage de Huffman est donc un codage de caractére optimal.
7 LeftChild(z) < x < ExtractMin(F)

7 RightChild(z) <+ y < ExtractMin(F) Cela ne veut pas dire qu'il n'existe pas de meilleures compressions :

7 freq(z) < freq(x) + freq(y) simplement elles ne sont pas basées sur des codages de caracteres.

9 Insert(F, z)

16 return ExtractMin(F)
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