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Pourquoi un ours sur une struture de données ?Commençons par un exemple simple :Modèle lequel ?Algorithme lequel ?
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Faile à résoudre, e problème !On a l'habitude :d'aélérer des traitements :ahesstrutures de données adaptées (tri, hash, . . .). . .de gagner de la mémoire :ompressionpartage. . .
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Ah, pas vraiment, en fait. . .
Il faut à la fois :un gain mémoire de plusieurs ordres de grandeurun gain temps de plusieurs ordres de grandeur
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C'est quoi la solution mirale ?
Une struture de données : les Diagrammes de Déision (Binaires) !Binary Deision Diagrams, BDD [5℄
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Une struture de données : les Diagrammes de Déision (Binaires) !Binary Deision Diagrams, BDD [5℄Ce ours présentela struture de donnéesomment représenter des étatsomment représenter des transitionsomment générer un espae d'états
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Que représente-t-on ?Ce que l'on souhaite représenter :Ce qu'un BDD représente :
Problèmes (abordés plus loin) :

Alban Linard BDD 7 / 42



Que représente-t-on ?Ce que l'on souhaite représenter :Les états (état initial, états aessibles)Les transitions entre étatsCe qu'un BDD représente :
Problèmes (abordés plus loin) :

Alban Linard BDD 7 / 42



Que représente-t-on ?Ce que l'on souhaite représenter :Les états (état initial, états aessibles)Les transitions entre étatsCe qu'un BDD représente :une fontion B
n → B expliitement

Problèmes (abordés plus loin) :
Alban Linard BDD 7 / 42



Que représente-t-on ?Ce que l'on souhaite représenter :Les états (état initial, états aessibles)Les transitions entre étatsCe qu'un BDD représente :une fontion B
n → B expliitementexemple 1 : f (a, b, ) =  ∧ (a ∧ b)exemple 2 : g(a, b, ) =  ∧ (a ∨ b)Problèmes (abordés plus loin) :

Alban Linard BDD 7 / 42



Que représente-t-on ?Ce que l'on souhaite représenter :Les états (état initial, états aessibles)Les transitions entre étatsCe qu'un BDD représente :une fontion B
n → B expliitementexemple 1 : f (a, b, ) =  ∧ (a ∧ b)exemple 2 : g(a, b, ) =  ∧ (a ∨ b)(j'avoue, f et g sont identiques)Problèmes (abordés plus loin) :Caratéristiques des modèles ↔ utilisation des BDDs ?Alban Linard BDD 7 / 42



Que représente-t-on ?Ce que l'on souhaite représenter :Les états (état initial, états aessibles)Les transitions entre étatsCe qu'un BDD représente :une fontion B
n → B expliitementexemple 1 : f (a, b, ) =  ∧ (a ∧ b)exemple 2 : g(a, b, ) =  ∧ (a ∨ b)(j'avoue, f et g sont identiques)Problèmes (abordés plus loin) :Caratéristiques des modèles ↔ utilisation des BDDs ?Tradution du modèle en BDDs ?Alban Linard BDD 7 / 42



Comment représenter expliitement une fontion ?Tables de vérité :f (a, b, ) =  ∧ (a ∧ b) g(a, b, ) =  ∧ (a ∨ b)

Remarqueles variables sont ordonnéesAlban Linard BDD 8 / 42
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Comment ompresser ?Certaines parties de la table de vérité sont inutiles :
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Peut-on ompresser plus ?Curry�ationl e t f a b  = ( not  ) && not ( ( not a ) && b ) ; ;l e t f_a = f t r u e ; ;l e t f_ab = f_a t r u e ; ;l e t r e s u l t = f_ab f a l s e ; ;
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Enore plus ?Fusion des n÷uds équivalentsRéursivement, de bas en hautabf (a, b, ) 1 0 0 0 1 0 1 0   b ba bag(a, b, ) 1 1 0 1 0 0 0 0a a a ab b
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Et les ompressions de la table ?
abf (a, b, ) 0 1 b ba bag(a, b, ) 1 0a a ab b
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Un bonus ?
CanoniitéÉtant donné un ordre sur les variables, toute fontion est représentéepar un unique BDD (ou ZDD) [13, 1, 5℄Conséquene :pour un même ordre de variables, égalité de deux fontions entemps onstant : O(1)
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Problème : Ordre des variablesNous avons vu :que le nombre de n÷uds dépend de l'ordre des variablesque les ompressions dépendent de l'ordre des variablesÀ retenirEn �xant les ompressions (BDD ou ZDD), trouver le meilleur ordreest un problème NP-omplet ! [11, 16, 3, 7℄Comment hoisir un ordre ?
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Problème : Ordre des variablesNous avons vu :que le nombre de n÷uds dépend de l'ordre des variablesque les ompressions dépendent de l'ordre des variablesÀ retenirEn �xant les ompressions (BDD ou ZDD), trouver le meilleur ordreest un problème NP-omplet ! [11, 16, 3, 7℄Comment hoisir un ordre ?Au hasard ! (la plupart du temps)Connaissane du modèle [12, 2, 15℄Modi�ation et test dynamique [10℄Alban Linard BDD 14 / 42



Manipulation
Nous savons réer un BDD à la main. . .Quelles sont les manipulations possibles ?
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Opérations ensemblistes : APPLY
∪,∩, \, . . .Opérandes surles mêmesvariablesOpérateur surle terminal

APPLY(lhs, rhs, ⊙ ) = swith doase lhs ∈ {0, 1}∧ rhs ∈ {0, 1}result ← lhs ⊙ rhsase lhs.var = rhs.varresult.var ← lhs.var;result.lhs ← APPLY(lhs.false, rhs.false, ⊙ );result.rhs ← APPLY(lhs.true, rhs.true, ⊙ );ase lhs.var < rhs.varresult.var ← lhs.var;result.lhs ← APPLY(lhs.false, rhs, ⊙ );result.rhs ← APPLY(lhs.true, rhs, ⊙ );ase lhs.var > rhs.varresult.var ← rhs.var;result.lhs ← APPLY(lhs, rhs.false, ⊙ );result.rhs ← APPLY(lhs, rhs.true, ⊙ );return result ; Fontion APPLYAlban Linard BDD 16 / 42



APPLY (Exemple f ∨ g)ab d0 1

a
d0 1

ase lhs ∈ {0, 1}∧ rhs ∈ {0, 1}result ← lhs ⊙ rhsase lhs.var = rhs.varresult.var ← lhs.var;result.lhs ← APPLY(lhs.false, rhs.false);result.rhs ← APPLY(lhs.true, rhs.true);ase lhs.var < rhs.varresult.var ← lhs.var;result.lhs ← APPLY(lhs.false, rhs );result.rhs ← APPLY(lhs.true, rhs );ase lhs.var > rhs.varresult.var ← rhs.var;result.lhs ← APPLY(lhs, rhs.false);result.rhs ← APPLY(lhs, rhs.true);
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a
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APPLY (Exemple f ∨ g)ab d0 1

a
d0 1

Néessité d'un ahe : on nerealule pas une opérationdéjà e�etuée
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Calul de résultat : RESTRICT
Caluler lafontiong = f (x ⇒ v)Peut s'appliqueritérativementjusqu'à e quetoutes lesvariables soientliées

RESTRICT(bdd , variable, value ) = swith doase bdd .var = variable ∧ 6 valueresult ← bdd .falsease bdd .var = variable ∧ valueresult ← bdd .truease bdd .var < variableresult.var ← variable ;result.false ← RESTRICT(bdd .false,variable,value );result.true ← RESTRICT(bdd .true,variable,value );ase bdd .var > variableresult.var ← bddreturn result ; Fontion RESTRICT
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RESTRICT (Exemple f |b)ab b 0 1
ase bdd .var = variable ∧ 6 valueresult ← bdd .falsease bdd .var = variable ∧ valueresult ← bdd .truease bdd .var < variableresult.var ← variable ;result.false ←RESTRICT(bdd .false,variable,value );result.true ←RESTRICT(bdd .true,variable,value );ase bdd .var > variableresult.var ← bdd
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Ca marhe vraiment ?
Oui ! Et depuis longtemps :1990 [4℄1992 [6℄ : � 1020 states and beyond. . . �
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Ca marhe vraiment ?
Oui ! Et depuis longtemps :1990 [4℄1992 [6℄ : � 1020 states and beyond. . . �Un prohain ours vous donnera des ordres de grandeur enore plusimpressionnants.
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Pourquoi ça fontionne ?Mémoire :Canoniité =⇒ fontions identiques représentées qu'une seulefoisCurry�ation =⇒ partage de fontionsCompressions =⇒ gain variable selon ertaines aratéristiquesde la fontionsTemps :Cahes de alul pour haque n÷ud =⇒ parours de graphe,pas d'arbre
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Représentation d'ensemblesModel hekingEnsemble d'étatsQue signi�e le terminal ?
Quelles sont les variables ?
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Représentation d'ensemblesModel hekingEnsemble d'étatsQue signi�e le terminal ?true l'état est dansl'ensemblefalse l'état est hors del'ensembleQuelles sont les variables ?Enodage binaire d'un étatIl doit y avoir un nombre �xéde bits manipulés a b  d eAlban Linard BDD 22 / 42



Quelles sont les variables du système ?Tout dépend du formalisme !AutomateRéseau de PetriProgramme
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Quelles sont les variables du système ?Tout dépend du formalisme !AutomateIdenti�ant de l'étatRéseau de PetriMarquages des plaesProgrammeVariables globales, état de la pile, état du tasLes variables sont les bits de la représentation binaire d'un état !Alban Linard BDD 23 / 42



Quelques exemples
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Que faire si on manipule des entiers ?
BorneIl est néessaire que les bornes soient .
Que faire si on ne onnaît pas les bornes ?
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Que faire si on manipule des entiers ?
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Que faire si on manipule des entiers ?
BorneIl est néessaire que les bornes soient onnues.À partir des bornes, on détermine le nombre de bits de lareprésentation, don le nombre de variables.Que faire si on ne onnaît pas les bornes ?Utiliser d'autres Diagrammes de Déision : DDDs [8℄ et SDDs [9℄
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Que faire de variables redondantes ?
Les marquages des plaes sontdépendants les uns des autres.
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Que faire de variables redondantes ?
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Que faire de variables redondantes ?
Les marquages des plaes sontdépendants les uns des autres.Faut-il :onserver 1 bit par plae ?oder la position du jeton ?On ne sait pas. Il faut tester !

Alban Linard BDD 26 / 42



Adéquation des optimisations ?Quelles ompressions onviennent au modèle ?Suprimer le terminal true
Supprimer le terminal false� Don't are �� Zero-Suppressed �Alban Linard BDD 27 / 42
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Adéquation des optimisations ?Quelles ompressions onviennent au modèle ?Suprimer le terminal trueS'il y a plus d'états aessibles que non aessibles(auun pakage de BDD ne le fait)Supprimer le terminal falseS'il y a plus d'états non aessibles qu'aessibles� Don't are �Si le modèle est plut�t synhrone (BDD)� Zero-Suppressed �Si le modèle est plut�t asynhrone [14℄ (ZDD)Alban Linard BDD 27 / 42



Qu'est-e qu'une transition ?0001 1011
α β

γ δ

ε

Une transition est une relation entre deux étatsCodée par l'état de départ et l'état d'arrivéeSi un état est odé par n variables, une transition est odée par2n variablesAlban Linard BDD 28 / 42
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Qu'est-e qu'une transition ?0001 1011
α β

γ δ
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αx1x2x′1x′21
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Qu'est-e qu'une transition ?0001 1011
α β

γ δ

ε

αx1x2x′1x′21

βx1x2x′1x′21

γx1x2x′1x′21
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Qu'est-e qu'une transition ?0001 1011
α β

γ δ

ε

αx1x2x′1x′21

βx1x2x′1x′21

γx1x2x′1x′21

δx1x2x′1x′21

εx1x2x′1x′21Une transition est une relation entre deux étatsCodée par l'état de départ et l'état d'arrivéeSi un état est odé par n variables, une transition est odée par2n variablesAlban Linard BDD 28 / 42



Représentation de l'ensemble des transitions
TransitionRelation entre v1, . . . vn variables d'entrée et v ′1, . . . v ′n variablesde sortieEnsemble de transitionsOn manipule des ensembles d'états

Alban Linard BDD 29 / 42



Représentation de l'ensemble des transitions
TransitionRelation entre v1, . . . vn variables d'entrée et v ′1, . . . v ′n variablesde sortieEnsemble de transitionsOn manipule des ensembles d'étatsOn applique des ensembles de transitions !

Alban Linard BDD 29 / 42



Représentation de l'ensemble des transitions
TransitionRelation entre v1, . . . vn variables d'entrée et v ′1, . . . v ′n variablesde sortieEnsemble de transitionsOn manipule des ensembles d'étatsOn applique des ensembles de transitions !T =

∑i ti
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Bibliothèques de BDDs
CUDD "Le meilleur" (à ma onnaissane)BuDDy Utilisé souventJavaBDD Interfae Java sur plusieurs bibliothèques de BDDlibsdd Prohain ours !
Alban Linard BDD 30 / 42

http://vlsi.colorado.edu/~fabio/CUDD/
http://sourceforge.net/projects/buddy/
http://javabdd.sourceforge.net/
https://www.ohloh.net/p/libdsdd


Bibliothèques de BDDs : CUDD
DdManager ∗manager ;DdNode ∗ f , ∗ var , ∗tmp ;i n t i ;. . .f = Cudd_ReadOne (manager ) ;Cudd_Ref ( f ) ;f o r ( i = 3 ; i >= 0 ; i−−) {va r = Cudd_bddIthVar ( manager , i ) ;tmp = Cudd_bddAnd (manager , Cudd_Not ( va r ) , f ) ;Cudd_Ref ( tmp ) ;Cudd_Reurs iveDere f ( manager , f ) ;f = tmp ;}

Alban Linard BDD 31 / 42



Bibliothèques de BDDs : BuDDy
bdd x , y , z ;bdd_in i t ( 1 000 , 1 00 ) ;bdd_setvarnum ( 5 ) ;x = bdd_ithvar ( 0 ) ;y = bdd_ithvar ( 1 ) ;z = bdd_addref ( bdd_apply ( x , y , bddop_and ) ) ;b dd_p r i n t t a b l e ( z ) ;bdd_de l r e f ( z ) ;bdd_done ( ) ;
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Bibliothèques de BDDs : libsdd l a s s I n  ( I n d u  t i v e ) :def __init__( s e l f , var ,max ) :supe r ( In , s e l f ) . __init__( va r )s e l f . max = max�propagate ( Fa l s e )def v a l u e s ( s e l f , var , v a l ) :re tu rn [ v + 1 f o r v i n v a l i f v < s e l f . max ℄def main ( ) :d = node ( "a" ,0 , node ( "b" ,0 , node ( "b" ,0 ,ONE) ) )p r i n t " O r i g i n a l   : " , de v en t s = f i x p o i n t ( add ( [ ID , I n  ( "b" ,3 ) ℄ ) )f i n a l = ev en t s ( d )p r i n t " Re su l t     : " , f i n a l
Alban Linard BDD 33 / 42



Langages de manipulation
CrooPatMale ( " John" ) ;Female ( " A l i  e " ) ;ParentOf ( " John" , " A l i  e " ) ;FatherOf ( x , y ) := ParentOf ( x , y ) & Male ( x ) ;MotherOf ( x , y ) := ParentOf ( x , y ) & Female ( x ) ;ParentOf ( x , y ) := MotherOf ( x , y ) | FatherOf ( x , y ) ;Parent ( x ) := EX( y , ParentOf ( x , y ) ) ;C h i l d l e s s ( x ) := FA( y , ! ParentOf ( x , y ) ) ;JeddExemple trop gros pour montrer. . .
Alban Linard BDD 34 / 42

http://mtc.epfl.ch/~beyer/CrocoPat/
http://www.sable.mcgill.ca/jedd/


Conlusion
Struture de données e�ae en temps et mémoireAdapté à la représentation d'ensembles d'étatsManipulation peu aiséeBibliothèques adaptées aux formalismesLangages de manipulation
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