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BDD 7 Prérequis. . .
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Pourquoi un cours sur une structure de données?

Commencons par un exemple simple :
Modéle lequel ?
Algorithme lequel ?
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Pourquoi un cours sur une structure de données?

Commencons par un exemple simple :
Modele Ping, 20 clients

Algorithme Accessibilité (aucun état ne doit vérifier une propriété p)
Nécessite de parcourir tous les états

Quelques nombres intéressants :
Etats un peu moins de 10%°
Mémoire (1 état = 8 octet) 800.000.000 To
Temps (10° états/seconde) 3.170 ans

YL



Facile 3 résoudre, ce probléeme!

On a I'habitude :

» d'accélérer des traitements :
» caches
» structures de données adaptées (tri, hash, ...)
> ..
> de gagner de la mémoire :
» compression
> partage

> ..
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Facile & résoudre, ce probléeme!l

On a I'habitude :

» d'accélérer des traitements :

» caches
» structures de données adaptées (tri, hash, ...)

> ..

> de gagner de la mémoire :

» compression
> partage

> ..

Les deux en méme temps ?
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Ah, pas vraiment, en fait. ..

Il faut a la fois :

» un gain mémoire de plusieurs ordres de grandeur

» un gain temps de plusieurs ordres de grandeur

SOWE PROBLEMS +  CREATE PROBLEMS
& >
— —- .

._
ToOS THAT ~ TOOLS THAT  TOOLS THAT NEED  TDOLS WHOSE MANUAL

DONT NEED NEED A A MANVAL BUT Srrﬁsum‘mu*ﬂz
A MANDAL MANUAL. DONT HAVE ONE READ THIS MANVAL

Y



C'est quoi la solution miracle ?

Une structure de données : les Diagrammes de Décision (Binaires) !
Binary Decision Diagrams, BDD [5]
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C'est quoi la solution miracle ?

Une structure de données : les Diagrammes de Décision (Binaires) !
Binary Decision Diagrams, BDD [5]

Ce cours présente
» la structure de données
» comment représenter des états
> comment représenter des transitions

» comment générer un espace d'états

AlE G



Que représente-t-on 7

Ce que I'on souhaite représenter :

Ce qu'un BDD représente :
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Que représente-t-on 7

Ce que I'on souhaite représenter :
> Les états (état initial, états accessibles)
» Les transitions entre états
Ce qu'un BDD représente :
» une fonction B" — B explicitement
> exemple 1: f(a,b,c) =CA(aAb)
> exemple 2 : g(a,b,c) =T A(aVb)
> (j'avoue, f et g sont identiques)
Probléemes (abordés plus loin) :
» Caractéristiques des modéles <+ utilisation des BDDs ?

» Traduction du modéle en BDDs?

AlomE T



Comment représenter explicitement une fonction 7

Tables de vérité :

f(a,b,c)=cA(aADb) g(a,b,c)=cAn(aVvb)
Remarque
» les variables sont ordonnées
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Tables de vérité :
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Comment représenter explicitement une fonction 7

Tables de vérité :

f(a,b,c)=cA(aADb) g(a,b,c)=cAn(aVvb)
alb|cl|f c|blal g
0100} 1 010 (0}|1
0101140 010 (1}|1
0j1]|0]l0 0j1]0]|l0
0j1]1]l0 oOj1|1}1
17001 170100
10|10 10|10
111]0¢(1 171]0¢(0
111]1}0 1111140
Remarque
» les variables sont ordonnées J
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Comment compresser ?

Certaines parties de la table de vérité sont inutiles :

f(a,b,c) =CA(@aADb) g(a,b,c) =T A(aVbh)
a|blclf c|blalf
0j0j0]|1 0|00 1
0jo0j|11]o0 0j0|1]|1
0j1|01] O 0j1|0140
0Oj1|114o0 0|1 |1} 1
11001 1/0]0] O
1{0|1|0 1{0|1}(0
11101 111]01] 0
111114} 0 111110
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Comment compresser ?
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Comment compresser 7

Certaines parties de la table de vérité sont inutiles :

© les lignes dont le résultat est 0 (ou 1)

g(a,b,c)=cA(aVb)
c|blalf
00|01
0Oj0|1}1
0j1|0140
0Oj1|1}1
1{0(0} O
1{0|1](0
111]0]0
111110
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Comment compresser ?

Certaines parties de la table de vérité sont inutiles :
© les lignes dont le résultat est 0 (ou 1)

g(a,b,c)=cA(aVb)
clb|alf
00|01
01011
0 |
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Comment compresser ?

Certaines parties de la table de vérité sont inutiles :
® les lignes dont le résultat est 0 (ou 1)
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Comment compresser ?

Certaines parties de la table de vérité sont inutiles :
® les lignes dont le résultat est 0 (ou 1)
® les cellules sans influence sur le résultat

f(a,b,c) =CA(aADb) g(a,b,c) =T A(aVbh)
a|blcl|f c|blalf
0|00 1 0|0 (0|1
0jo0j|11] o0 0j0|1]|1
011 0 0j1|0140
011 0 0|1 |1} 1
1 01 110|010
1 110 1{0|1](0
1 01 111]0]0
1 190 111110
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Comment compresser 7

Certaines parties de la table de vérité sont inutiles :
© les lignes dont le résultat est 0 (ou 1)
® les cellules sans influence sur le résultat

f(a,b,c) =CA(aADb) g(a,b,c) =T A(aVbh)
a|blcl|f c allf
0|00 1 0 1
0jo0j|11] o0 0 1
011 0 0 0
011 0 0 1
1 01 1 0
1 110 1 0
1 01 1 0
1 190 1 0
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Comment compresser ?

Certaines parties de la table de vérité sont inutiles :
© les lignes dont le résultat est 0 (ou 1)
® les cellules sans influence sur le résultat

f(a,b,c) =CA(aADb) g(a,b,c) =T A(aVbh)
al|lb|cl|f
0|0 |01
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Peut-on compresser plus?

Curryfication

La curryfication consiste a transformer une fonction travaillant sur n
variables en une fonction travaillant sur seulement I'une d'elle. Son
résultat n'est pas une valeur mais une fonction définie sur les n — 1
variables restantes. Celle-ci retourne la méme valeur que la fonction
d'origine.

RS



Peut-on compresser plus?

Curryfication

let f a b c= (not c) & not((not a) && b);;

let f_a = f true;;
let f ab =f a true;;
let result = f ab false;;
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Peut-on compresser plus?

Curryfication

let f a b c= (not c) & not((not a) && b);;
let f a = f true;;
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Encore plus?

» Fusion des nceuds équivalents

» Récursivement, de bas en haut
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Et les compressions de la table ?

f(a, b, ) g(a, b, c)
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Et les compressions de la table ?

» Suppression des lignes donnant 0
» Suppression des cellules inutiles (« Don't care », BDD)

7/
7/
7/
/
/
/
: SNG
1
1
1
1
1
i 2 O
\
1 AY
1 A}
Il AY
Il A%
(2, b, <) £(2.,<)
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Et les compressions de la table ?
» Suppression des lignes donnant 0

» Suppression des cellules inutiles (« Don't care », BDD)

\
(2, ,¢)

g(a, b, c)
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Et les compressions de la table?

» Suppression des lignes donnant 0

» Suppression des cellules inutiles (« Don't care », BDD)

» Suppression des cellules inutiles (« Zero-Suppressed », ZDD)
Tous les noeuds dont I'arc 'vrai’ va vers le terminal zero peuvent

étre supprimés.

(a, b, c) £(a. b, )
e
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Et les compressions de la table?

» Suppression des lignes donnant 0

» Suppression des cellules inutiles (« Don't care », BDD)

» Suppression des cellules inutiles (« Zero-Suppressed », ZDD)
Tous les noeuds dont ['arc 'vrai’ va vers le terminal zero peuvent
étre supprimés.
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Un bonus?

Canonicité

Etant donné un ordre sur les variables, toute fonction est représentée
par un unique BDD (ou ZDD) [13, 1, 5]

Conséquence :

» pour un méme ordre de variables, égalité de deux fonctions en
temps constant : O(1)
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Probléme : Ordre des variables

Nous avons vu :
» que le nombre de nceuds dépend de I'ordre des variables
» que les compressions dépendent de |'ordre des variables

A retenir

En fixant les compressions (BDD ou ZDD), trouver le meilleur ordre
est un probléme NP-complet! [11, 16, 3, 7]

Comment choisir un ordre ?
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Probléme : Ordre des variables

Nous avons vu :
» que le nombre de nceuds dépend de I'ordre des variables
» que les compressions dépendent de |'ordre des variables

A retenir

En fixant les compressions (BDD ou ZDD), trouver le meilleur ordre
est un probléme NP-complet! [11, 16, 3, 7]

Comment choisir un ordre?
» Au hasard! (la plupart du temps)
» Connaissance du modéle [12, 2, 15]
» Modification et test dynamique [10]

S



Manipulation

» Nous savons créer un BDD a la main. ..
» Quelles sont les manipulations possibles ?
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Opérations ensemblistes : APPLY

APPLY (/hs, rhs, ®) = switch do

case /hs € {0,1}A rhs € {0,1}
| result < lhs ® rhs

case lhs.var = rhs.var

> U,nN, \’ . result.var < lhs.var;
result.lhs < APPLY (/hs.false, rhs.false, ®);
» Opérandes sur result.rhs < APPLY (/hs.true, rhs.true, ©);
A case lhs.var < rhs.var
Ies memes result.var < lhs.var;
variables result.lhs <— APPLY (/hs.false, rhs, ®);
. result.rhs <— APPLY (/hs.true, rhs, ®);
> Operateur sur case lhs.var > rhs.var
le terminal result.var < rhs.var;

result.lhs < APPLY (/hs, rhs.false, ®);
result.rhs <— APPLY (/hs, rhs.true, ®);

return result;

LS



APPLY (Exemple f V g)

1
! case |hs € {0,1}A rhs € {0,1}
I | result <+ lhs © rhs
case |hs.var = rhs.var
result.var < lhs.var;
result.lhs < APPLY (/hs.false, rhs.false);

!
result.rhs <— APPLY (/hs.true, rhs.true);

)

case lhs.var < rhs.var
result.var < lhs.var;
result.lhs < APPLY (/hs.false, rhs);

result.rhs < APPLY (/hs.true, rhs);

case lhs.var > rhs.var
result.var < rhs.var;
result.lhs < APPLY (/hs, rhs.false);

result.rhs <— APPLY (/hs, rhs.true);
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APPLY (Exemple £V g)
©
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APPLY (Exemple f V g)

1
1

> Nécessité d’'un cache : on ne
recalcule pas une opération

déja effectuée
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Calcul de résultat : RESTRICT

> CalCU|er la RESTRICT (bdd, variable, value) = switch do
fonction case bdd.var = variable A falue
| result < bdd .false
g = f(X = V) case bdd.var = variable N\ value
' . | result + bdd.true
» Peut s appllquer case bdd.var < variable
itérativement result.var < variable ;
) . result.false +— RESTRICT (bdd.false,variable,value);
Jusqu a ce que result.true <— RESTRICT (bdd.true,variable,value);
toutes les case bdd.var > variable
| result.var + bdd

variables soient  return resuit;
lides

YL



RESTRICT (Exemple f|b)

case bdd.var = variable A falue
| result < bdd.false
case bdd.var = variable N value
| result < bdd.true
case bdd.var < variable
result.var < variable ;
result.false <+
RESTRICT (bdd .false,variable,value);
result.true <
RESTRICT (bdd.true,variable,value);
case bdd.var > variable
| result.var < bdd
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RESTRICT (Exemple f|b)
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Ca marche vraiment 7

Oui! Et depuis longtemps :
1990 [4]
1992 [6] : « 10%° states and beyond. .. »

Vers l'infini
et au-dela

LS



Pourquoi ca fonctionne ?

Mémoire :
» Canonicité = fonctions identiques représentées qu'une seule
fois
» Curryfication = partage de fonctions

» Compressions = gain variable selon certaines caractéristiques
de la fonctions

Temps :

» Caches de calcul pour chaque nceud = parcours de graphe,
pas d'arbre

YT



Représentation d'ensembles

Model checking
» Ensemble d'états J

Que signifie le terminal ?

Quelles sont les variables ?
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Représentation d'ensembles

Model checking
» Ensemble d'états J

Que signifie le terminal ?

true |'état est dans
I'ensemble

false 1'état est hors de
I'ensemble

Quelles sont les variables ?
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Représentation d'ensembles

Model checking
» Ensemble d'états J

Que signifie le terminal ?

true |'état est dans
I'ensemble

false 1'état est hors de
I'ensemble

Quelles sont les variables ?

» Encodage binaire d'un état
» |l doit y avoir un nombre fixé
de bits manipulés
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Quelles sont les variables du systeme?

Tout dépend du formalisme !

Automate

Réseau de Petri

Programme

Renault Etienne Représentation des états
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Quelles sont les variables du systeme?

Tout dépend du formalisme !

Automate
Identifiant de |'état

Réseau de Petri

Programme
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Quelles sont les variables du systeme?

Tout dépend du formalisme !

Automate
Identifiant de |'état

Réseau de Petri
Marquages des places

Programme
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Quelles sont les variables du systeme?

Tout dépend du formalisme !

Automate
Identifiant de |'état

Réseau de Petri
Marquages des places

Programme

Variables globales, état de la pile, état du tas
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Quelles sont les variables du systeme?

Tout dépend du formalisme !

Automate
Identifiant de |'état

Réseau de Petri
Marquages des places

Programme

Variables globales, état de la pile, état du tas

Les variables sont les bits de la représentation binaire d'un état !
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Quelques exemples
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Que faire si on manipule des entiers?

Borne J

Il est nécessaire que les bornes soient connues.

Que faire si on ne connait pas les bornes? }
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Que faire si on manipule des entiers?

Borne J

Il est nécessaire que les bornes soient connues.

A partir des bornes, on détermine le nombre de bits de la
représentation, donc le nombre de variables.

Que faire si on ne connait pas les bornes? J
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Que faire si on manipule des entiers?

Borne J

Il est nécessaire que les bornes soient connues.

A partir des bornes, on détermine le nombre de bits de la
représentation, donc le nombre de variables.

Que faire si on ne connait pas les bornes?
Utiliser d'autres Diagrammes de Décision : DDDs [8] et SDDs [9] J
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Adéquation des optimisations ?

Quelles compressions conviennent au modéle ?

Suprimer le terminal true

Supprimer le terminal false

« Don't care »

« Zero-Suppressed »
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Adéquation des optimisations ?

Quelles compressions conviennent au modéle ?

Suprimer le terminal true

S'il y a plus d'états accessibles que non accessibles
(aucun package de BDD ne le fait)

Supprimer le terminal false

« Don't care »

« Zero-Suppressed »
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Adéquation des optimisations ?

Quelles compressions conviennent au modéle ?

Suprimer le terminal true

S'il y a plus d'états accessibles que non accessibles
(aucun package de BDD ne le fait)

Supprimer le terminal false

S'il y a plus d'états non accessibles qu'accessibles

« Don't care »
Si le modéle est plutét synchrone (BDD)

« Zero-Suppressed »
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Adéquation des optimisations ?

Quelles compressions conviennent au modéle ?

Suprimer le terminal true

S'il y a plus d'états accessibles que non accessibles
(aucun package de BDD ne le fait)

Supprimer le terminal false

S'il y a plus d'états non accessibles qu'accessibles

« Don't care »
Si le modéle est plutét synchrone (BDD)

« Zero-Suppressed »
Si le modéle est plutét asynchrone [14] (ZDD)
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Qu'est-ce qu'une transition ?

OB

» Une transition est une relation entre deux états
» Codée par |'état de départ et I'état d'arrivée

» Si un état est codé par n variables, une transition est codée par
2n variables

YT



Qu'est-ce qu'une transition ?

OB

» Une transition est une relation entre deux états

» Codée par |'état de départ et I'état d'arrivée

» Si un état est codé par n variables, une transition est codée par
2n variables

YT



Qu'est-ce qu'une transition ?
a 8
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» Une transition est une relatlon entre deux états
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» Codée par |'état de départ et I'état d'arrivée

» Si un état est codé par n variables, une transition est codée par
2n variables
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Qu'est-ce qu'une transition ?
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[1]
» Une transition est une relation entre deux états
» Codée par |'état de départ et I'état d'arrivée

» Si un état est codé par n variables, une transition est codée par
2n variables
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» Une transition est une relation entre deux états

» Codée par |'état de départ et I'état d'arrivée

» Si un état est codé par n variables, une transition est codée par
2n variables
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Qu'est-ce qu'une transition ?
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» Une transition est une relation entre deux états
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» Codée par |'état de départ et I'état d'arrivée

» Si un état est codé par n variables, une transition est codée par
2n variables
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Représentation de |'ensemble des transitions

Transition

> Relation entre vy, ... v, variables d'entrée et vj, ... v, variables
de sortie

Ensemble de transitions
» On manipule des ensembles d'états
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Représentation de |'ensemble des transitions

Transition

> Relation entre vy, ... v, variables d'entrée et vj, ... v, variables
de sortie

Ensemble de transitions
» On manipule des ensembles d'états

» On applique des ensembles de transitions !

Renault Etienne Représentation des transitions Auvril 2015 29 / 40



Représentation de |'ensemble des transitions

Transition

> Relation entre vy, ... v, variables d'entrée et vj, ... v, variables
de sortie

Ensemble de transitions
» On manipule des ensembles d'états

» On applique des ensembles de transitions !
> T=>t
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Bibliothéques de BDDs

» CUDD "Le meilleur" (& ma connaissance)
» BuDDy Utilisé souvent

» JavaBDD Interface Java sur plusieurs bibliothéques de BDD
» libsdd Next-Gen !
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http://vlsi.colorado.edu/~fabio/CUDD/
http://sourceforge.net/projects/buddy/
http://javabdd.sourceforge.net/
https://www.ohloh.net/p/libdsdd

Bibliotheques de BDDs : CUDD

DdManager xmanager;
DdNode =f, xvar, xtmp;
int i;

f = Cudd_ReadOne(manager);

Cudd _Ref(f);

for (i =3; i>0;, i—) {

var = Cudd_bddlthVar(manager,i);

tmp = Cudd bddAnd(manager,Cudd Not(var),f);
Cudd _Ref(tmp);

Cudd _RecursiveDeref(manager, f);

f = tmp;
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Bibliotheques de BDDs : BuDDy

bdd x,y,z;

bdd init(1000,100);

bdd setvarnum (5);

x = bdd_ithvar (0);
y = bdd_ithvar(1);
z = bdd_addref(bdd_apply(x,y,bddop and));

bdd printtable(z);
bdd delref(z);
bdd done();
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Bibliothéques de BDDs : libsdd

class Inc(Inductive):

def  init_ (self , var max):
super(Inc,self). init__(var)
self .max = max

Q@propagate( False)
def values(self b var,val):
return [ v + 1 for v in val if v < self.max ]

def main():
d = node("a",0,node("b",0,node("b",0,0NE)))
print "Original,:" , d
events = fixpoint( add([ ID , Inc("b",3) ]) )
final = events(d)
print "Resultyuuu:" , final
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Langages de manipulation

» CrocoPat

Male("John");

Female(" Alice");

ParentOf("John", "Alice");

FatherOf(x,y) := ParentOf(x,y) & Male(x);
MotherOf(x,y) := ParentOf(x,y) & Female(x);
ParentOf(x,y) := MotherOf(x,y) | FatherOf(x,y);
Parent(x) := EX(y, ParentOf(x,y));

Childless(x) := FA(y, !ParentOf(x,y));

> Jedd

Exemple trop gros pour montrer. . .
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http://mtc.epfl.ch/~beyer/CrocoPat/
http://www.sable.mcgill.ca/jedd/

Conclusion

» Structure de données efficace en temps et mémoire
> Adapté a la représentation d'ensembles d'états
» Manipulation peu aisée

» Bibliotheques adaptées aux formalismes

» Langages de manipulation

You DON'T NEED
To BuLD A
BIwARY DECISION DIAGRAM
EveRy TIME WE GME |
To A FORK IN THE TRAIL .
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