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Résumé

La distance de la barriere minimum est définie comme la
plus petite dynamique de I’ensemble des niveaux de gris
le long d’un chemin entre deux points dans une image.
Pour cela, on considére que I’'image est un graphe a va-
leurs sur les sommets. Cependant, cette définition ne cor-
respond pas a l'interprétation d’une image comme étant
une carte d’élévation, c’est-a-dire, un paysage continu
d’une manieére ou d’une autre. En se placant dans le cadre
des fonctions multivoques, nous présentons une nouvelle
définition pour cette distance. Cette définition, compatible
avec l'interprétation paysagére, est dénuée de problemes
topologiques bien qu’en restant dans un monde discret.
Nous montrons que la distance proposée est reliée a la
structure morphologique d’arbre des formes, qui permet de
surcroit un calcul rapide et exact de cette distance. Cela se
démarque de sa définition classique, pour laquelle le seul
calcul rapide n’est qu’approximatif.

Mots Clefs

Topologie discrete, chemin minimal, distance de la barriere
minimum, fonctions multivoques, arbre morphologique
des formes.

Abstract

The minimum barrier distance (MBD) is defined as the
minimal interval of gray-level values in an image along
a path between two points, where the image is conside-
red as a vertex-valued graph. Yet this definition does not fit
with the interpretation of an image as an elevation map, i.e.
a somehow continuous landscape. In this paper, based on
the discrete set-valued continuity setting, we present a new
discrete definition for this distance, which is compatible
with this interpretation, while being free from digital top-
ology issues. Amazingly, we show that the proposed dist-
ance is related to the morphological tree of shapes, which
in addition allows for a fast and exact computation of this
distance. That contrasts with the classical definition of the
MBD, where its fast computation is only an approximation.
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(a) Une image... (b) comme un graphe...

FIGURE 1 — Deux distances différentes de barriere mini-
male : (b) donne 2, tandis que (c) donne 1.
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1 Introduction

La distance de la barriere minimum (MBD) [22]] est définie
comme la plus petite dynamique de 1’ensemble des niveaux
de gris le long d’un chemin entre deux points dans une
image !. Par exemple, ’image de la Fig. peut étre vue
comme un graphe représenté en [I(b)] et le chemin bleu
entre les points rouges est minimal : la séquence de va-
leurs est (1,0,0,0,2) donc 'intervalle est [0, 2] et la dis-
tance vaut 2. Cependant, si I’on consideére que la fonction
discrete décrit une surface comme celle de la Fig. le
chemin bleu dans cette sous-figure est tel que la distance
entre les deux points rouges est maintenant de 1. Cet ar-
ticle montre comment définir proprement cette variante de
la MBD qui considere que la carte d’élévation est une fonc-
tion continue.

La MBD est intéressante a plusieurs titres. Tout d’abord,
c’est une distance “originale” qui se distingue des dis-
tances classiques de longueur de chemins, parce qu’elle ne
porte que sur la dynamique de la fonction. Deuxiemement,
elle a été utilisée avec succes pour la segmentation d’ob-
jets saillants [28}, 23] [27]] ; des résultats sont montrés en
Fig. @ Enfin, comme nous le verrons, sa version continue

1. 11 s’agit donc du plus petit interval possible contenant 1’ensemble
des valeurs de niveaux d’un chemin reliant les deux points ; dit autrement,
c’est le plus petit diametre des ensembles de valeurs des chemins ; voir
plus loin I'Eq.[§]



FIGURE 2 - Quelques résultats tirés de [28]].

présentée ici est liée a la morphologie mathématique. Dans
I’exemple de la Fig. en considérant I’image comme
un paysage, nous pouvons observer qu’un chemin peut étre
défini sur un flanc pentu. C’est pour cela que nous avons
décidé de nommer cette distance particuliere d’apres le
légendaire dahu.

Afin de définir la version continue de la MBD et de montrer
comment elle peut étre calculée efficacement, nous nous
appuierons sur plusieurs outils : les fonctions multivoques,
les complexes cubiques et 1’arbre morphologique des
formes (ToS en abrégé), décrits en Section2] En Section 3]
nous commencerons par donner une définition naive de
la distance ; nous verrons que cela souléve des problemes
de topologie discreéte, et nous proposerons une nouvelle
définition (liée étroitement a la continuité des fonctions
multivoques [20]) qui résout les problémes posés.

Bien que la définition de la distance du dahu soit haute-
ment combinatoire, nous verrons en Section [ que cette
distance peut étre calculée efficacement grace a I’arbre des
formes de fonctions a valeurs intervalles. Une propriété
remarquable est que nous pouvons calculer efficacement
la distance exacte, tandis que le seul calcul efficace de la
MBD reste approché. Enfin, une illustration s’appuyant sur
la distance du dahu, précisément la segmentation d’images

de documents, sera donnée en Section El

Cet article se focalise principalement sur la définition de
cette nouvelle distance, sur les problemes topologiques et
sur la méthode de calcul efficace. Ces trois points sont les
principales contributions que nous détaillerons 2.

2. Par conséquence, cet article ne parle pas des autres aspects de notre
travail : les applications pratiques de cette nouvelle distance, une compa-
raison quantitative avec la MBD, les détails d’implémentation et les temps
d’exécution ; enfin, certaines preuves ont été omises.

2 Fondements théoriques

Cette section fait un tour rapide des outils théoriques dont
nous aurons besoin en Sec.[Bletd]

2.1 Notions de base

Considérons un ensemble discret fini X. L'ensemble de
tous les sous-ensembles de X est noté P(X), donc F €
P(X) signifie E C X. X est doté d’une relation de voi-
sinage discret ; I’ensemble des voisins de x € X est noté
Nx(z) C X, etil satisfait : 2’ € Nx(x) ssi 2/ # x et
z € Nx (QE/)

Un chemin discret m# de X est une séquence 7 =
(71, .oy Wiy .., T ), OU K est la longueur de la séquence, telle
que m; € X et my1 € Nx(m;). Une séquence (z,..,z')
est appelée chemin entre x et 2’ ; I’ensemble de tous les
chemins entre z et 2’ est noté II(x, z’), et nous écrivons
7(x, ') pour désigner un élément de I1(z, z').

Une composante connexe I' de & C X est un sous-
ensemble de F qui est connecté par un chemin (Vx #
2 e T, (x,2") # 0) et maximal Vo € T',Va' € E\
T, II(z,2’) = (). Lensemble des composantes connexes
de E estnoté CC(E), et étant donné x € X, la composante
connexe de E' qui contient x est notée C(E, z) € CC(E)—
par convention, si z ¢ F alors C(E,z) = (). L’ opérateur
de remplissage de cavités (en 2D, bouchage de trous) est
noté Sat et défini par : Sat(E, 2o0) = X \ C(X\E, zc0),
ol o, € X estun “point a I'infini” (en pratique, pris sur
le bord de X si le bord existe). Dans la suite, nous écrirons
Sat(E) par abus de notation.

Dans cet article, nous ne considérerons que des fonctions
dont le domaine est un ensemble X discret, fini, et connecté
par un chemin.

2.2 Fonctions scalaires et multivoques

Une image en niveaux de gris est typiquement une fonction
scalaire bornée telle que X est un sous-ensemble D C Z"
avec n > 2, et son codomaine est Z ou R. C’est le cas de
I'image montrée en Fig. [[(a)] Maintenant, si nous regar-
dons la surface de la Fig. son élévation ne peut pas
étre définie par une fonction scalaire. Néanmoins elle peut
étre une fonction de R?2 — I, ot Iy dénote I’espace des
intervalles de Y avec Y totalement ordonné. Etant donnés
deux intervalles a = [yq,y,] et b = [yp,y,], 'intervalle
[min(yaq, ys), max(y,, y;)] est noté span{a, b}. Rappelons
maintenant des définitions liées aux fonctions multivoques.
Une fonction multivoque U : X — P(Y) est caractérisée
par son graphe, Gra(U) = {(z,y) € X xY;y €
U(x)} [I]. Une définition de I’inverse par une fonction
multivoque U d’un sous-ensemble M C Y est UP (M) =
{z € X; u(z) C M}, et s’appelle le noyau de M par U.
Supposons que X et Y sont des espaces métriques. L’ex-
tension “naturelle” de la continuité des fonctions univoques
aux fonctions multivoques est caractérisée par la propriété
suivante : U est continue ssi le noyau de tout sous-ensemble
ouvert de Y est un ensemble ouvert de X.

Dans [[16], les auteurs ont défini la notion d’ensembles de
niveaux pour les fonctions multivoques; a A € Y, les en-



(b) Une image u et son arbre des formes.

FIGURE 3 — Un complexe cubique pour I’espace X (a) et
un arbre des formes pour u (b).

sembles de niveaux inférieurs et supérieurs de U sont res-
pectivement :

U< = {rzeX;Vyeu(x),y< A}
={zeX;Vyeu(x),y>A} (1)

Ces définitions sont fondamentales parce qu’elles sont les
outils permettant de construire des outils morphologiques
sur les fonctions multivoques (nous en utiliserons plus tard
dans cet article en Sec. [2.4] et [d.T).

Une fonction scalaire v : X — Y peut étre simplement
traduite en une fonction multivoque 7 : X — Iy avec
Va € X, u(x) = {u(z)}. Entre les fonctions multivoques
de X — P(Y"), nous pouvons définir la relation < par :

U< Uz & Vze X, Ui(z) C Ug(x). (2)

Par un abus de notation, nous écrirons u < U pour dire que
1 < U, ce qui signifie que nous avons Vo € X, u(x) €
U(x). Une illustration est visible plus loin : la fonction @
de la Fig. [4(d)| et la fonction u de la Fig. [4(b)| sont telles
que w < w. Dans la suite, nous ne considérerons que des
fonctions a valeurs d’intervalles, c¢’est-a-dire, des fonctions
de X — Iy (donc pas du cas général X — P(Y)).

2.3 Complexes cubiques

A partir des ensembles H} = {{a};a € Z} et H} =
{{a,a+1}; a € Z}, nous pouvons définir H' = H UH}
et ’ensemble H" comme le produit Cartésien n-aire de
H!. Si un élément h C Z" est le produit Cartésien de d
éléments de H{ et de n — d éléments de H{, nous disons
que h est une d-face de H" et que d € [0, n] est la dimen-
sion de h ; elle est notée dim(h). L’ensemble de toutes les
faces, H", est appelé I’espace nD des complexes cubiques.
La Figure [3(a)| montre un ensemble de faces {h, h’', h"'} C
H? ou h = {0} x {1}, B’ = {1} x{0,1}, et B =
{0,1} x {0, 1}, 1a dimension de ces faces étant respective-
ment 0, 1, et 2 ; elles sont dessinées comme sous-ensembles
de Z? (gauche) et comme des objets géométriques (droite).

La paire (H", C) forme un poset, & partir duquel on peut
dériver une topologie de type TO-Alexandroff sur H".
L’opérateur de fermeture sur les sous-ensembles de H"™ est
noté cl. Les n-faces sont les ensembles ouverts minimaux
de H", et ’ensemble des n-faces, noté H', est le n-produit
Cartésien de H;. Les faces de H" peuvent étre arrangées
sur une grille, nommée la grille de Khalimsky, et I’inclu-
sion entre faces conduit a une relation de voisinage entre
elles, dessinée en orange dans la Figure 3(a)| (droite). Cette
relation de voisinage sera utilisée en Sec.[3.2]afin de définir
des chemins dans H".

2.4 Arbre morphologique des formes

Etant donnée une image en niveaux de gris u : X — Y et
un scalaire A € Y, les ensembles de niveaux inférieurs et
supérieurs sont définis respectivement par :

[u<Al = {zeX; ulz) <A},
et [u>A = {zeX; ulx) >} 3)

En considérant les composantes connexes de ces en-
sembles, et en utilisant I’opérateur de remplissage de ca-
vités, ’arbre des formes (ToS) d’une image u est défini
classiquement [[19] par :

S(u) = {Sat(l); T € CC(Ju < A]) U CC([u > A]) }a.
“)
Précisément, c’est le dessin de la couverture—le dia-
gramme de Hasse—de (& (u), C) qui donne un arbre. Rap-
pelons, qu’étant donnés deux éléments S et S’ de S(u),
la relation de couverture S’ = S est définie par S C
S" and 35" € &(u), S C S”C S’ Parlasuite, la couver-
ture entre les composantes se traduit par la parentée dans
I’arbre entre les nceuds (notés ¢,) qui représentent ces com-
posantes: S’ =S & tg = par(tg).
Une image et son arbre des formes sont donnés en Fig. 3]
Un élément de G (u) est nommé une forme ; ¢’est une com-
posante connexe de X sans cavité, et sa frontiere est une
ligne de niveau de u. Chaque forme correspond a un nceud
de I’arbre ; par exemple, en Fig. (droite), le sous-arbre
enraciné au nceud “B” correspond a la forme B U D U E.
Conserver le niveau de chaque nceud—comme affiché en
Fig. 3(b)| (droite)—permet de reconstruire I'image a par-
tir de son arbre. L’arbre des formes d’une image u est une
representation morphologique de u qui permet facilement
de gérer le contenu de ’'image [[10]]. Calculer [16} [11] et
stocker [6]] I’arbre des formes peuvent étre fait tres effi-
cacement. Enfin, mentionnons que 1’arbre des formes est
un outil versatile permettant le filtrage d’image [25] et une
structure tres pertinente pour réaliser des tiches de recon-
naissance des formes et de vision par ordinateur [9} |5} 24].
Rappelons maintenant quelques résultats de [20] sur la
définition de I’arbre des formes sur les fonctions multi-
voques. Etant donné une fonction 2 valeurs d’intervalles
U : H* — Iy, en utilisant Eq. [I] son ensemble d’en-
sembles de niveaux est défini par :

T) = [Jcee(uar) ucc(usA). 6
A



L’ensemble des composantes connexes de X défini par :
S(u) = {Sat(I'); ' € T(U) } (6)

peut s’arranger en arbre pour une catégorie particuliere de
fonctions U. Toutes les fonctions a valeurs d’intervalles
n’ont pas d’arbre des formes. Cependant, si tous les en-
sembles de niveaux de U sont “bien-composés” [3], alors
cet arbre existe.

2.5 Distance de la barriére minimum

Comme définie dans [22], 1a barriere d’un chemin 7 dans
une image a niveaux de gris u est :

Tu(m) = mgxu(ﬂ'i) — min u(m;), @)

T, ET
et la distance de barriére minimum entre z et 2’ dans w est :

dﬁB(x,gg’) — egl(in /)Tu(’f[‘). ®)

C’est en fait une pseudo-distance car, Vu et V,z’,x"” €
X, elle vérifie :

dyf(x) >0 (non-négativité)
dl(z,x) =0 (identité)
A (z,2') = d)*(2', x) (symétrie)

AP (z,2") < dP(z,2") + &P (2", 2").  (sous-additivité)
Ce n’est cependant pas une distance car la propriété de po-
sitivité (¢' # = = d)*(z,2’) > 0) ne tient pas. En effet,
nous pouvons avoir d)*(z, z’) = 0 pour des x # 2/, ce qui
arrive dans des zones plates.

Cette pseudo-distance a été utilisée récemment dans [28|
23, 27] pour de la segmentation d’objets saillants;
les résultats obtenus (en termes de performance et de
précision) sont comparables a ceux de 1’état de 1’art.

3 La pseudo-distance du dahu

Afin de traiter le probleme expliqué dans 1’introduction,
nous avons besoin de traduire une image discréte en une
représentation continue telle que celle qui est montrée en
Fig. Cependant, pour que tous les calculs restent
gérables, nous voulons/devons rester dans le monde dis-
cret.

3.1 Une représentation discrete mais aussi
continue

Cette section explique comment représenter une image en
niveaux de gris uw : D C Z" — Y par une fonction a
valeurs d’intervalles u : Dy C H™ — Iy, et par un nouvel
arbre des formes &(u).

Tout d’abord, a chaque = = (1), ..., ¥()) € D, associons
la n-face :

h, = {(1’(1),1(1) + 1) X ... X (m(n),x(n) + 1)} € HT.

Dy C H" est le domaine défini par Dy = cl({h,; = €
D}), qui correspondra & D € H"™. A partir de u nous
définissons u par Vh € Dy :

u(h) = span{u(z); x € D et h C hy }. )

1/3]2
0/0]0

(a) Image scalaire u.
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(d) Un chemin minimal dans une image u < .

FIGURE 4 — D’une image en niveaux de gris (a) a sa
représentation discrete et continue (b,c); une image sca-
laire (d) donne le chemin minimal.

Un exemple simple de la transformation d’une image en
niveaux de gris u, donnée en Fig. i(a)] en une fonction
a valeurs d’intervalles @ est donné en Fig. Comme
résultat de I’Eq. EI, nous pouvons Vvoir que ﬂle (la par-

tie rose) ressemble 2 la version multivoque « de I’image
originale u. Le calcul du span est signifié par les tri-
angles gris et olives, respectivement pour les dimensions
d = 1 etd = 0. Par exemple, pour la 1-face a gauche est
valuée par span{0,1} = [0, 1], et la O-face centrale par
span{0, 1,3} = [0, 3]. Finalement, seules les faces dont la
dimension est strictement inférieure a n peuvent étre des
intervalles non-dégénérés (elles sont dessinées en orange).

Une version 3D de la représentation discrete a valeurs d’in-
tervalles u est montrée en Fig. ; on peut voir facilement
que c’est un équivalent discret de la surface continue de la
Fig. Nous définirons I’arbre des formes de telles fonc-
tions % en Sec.[4.11



zy, + 4 O—x;

(b) w. ) Ug < 1.

(d) up < w.

FIGURE 5 — Le point-selle en 2D comme un symptdme de
probléme en topologie discrete avec u.

3.2 Définition naive de la pseudo-distance du
dahu

En s’appuyant sur la représentation a valeurs d’intervalles
uw : Dy C H™ — Iy d’une image scalaire v : D C Z" —
Y, nous définissons la pseudo-distance du dahu par :

A (z,2') = min @ (hy, he). (10)

u<u

Rappelons que la notation u < u signifie que Vz, u(x) €
u(x), donc I'argument de 1I’opérateur minimum est une
fonction scalaire u : Dy C H™ — Y. Cela signifie qu’en
fait nous cherchons un chemin minimal dans le complexe
cubique Dy (pas dans D), avec la définition classique de
la distance de barriere minimum d*® (donc, une distance
définie sur une fonction scalaire), et en considérant toutes
les fonctions scalaires w qui sont “incluses” dans la fonc-
tion a valeurs d’intervalles . La définition de la pseudo-
distance du dahu est donc combinatoriale par rapport aux
images scalaires & “incluses” dans u (cf. les parties en bleu
dans I’'Eq. [10). La pseudo-distance du dahu peut étre in-
terprétée comme la meilleure distance de barriere mini-
mum que nous puissions avoir en considérant que la fonc-
tion d’entrée est continue.
La fonction dahu est une pseudo-distance car elle vérifie les
propriétés de non-négativité, d’identité, de symétrie et de
sous-additivité. De plus, nous avons la propriété suivante :
Vu, Va, o, & (z,2') < dW®(z,2). (11)
Un exemple est donné dans la Fig. f(a)] pour une fonc-
tion d’entrée u, dans la Fig. pour sa représentation
“continue” w, et dans la Fig. pour une fonction sca-
laire w < u. Un chemin minimal de dahu entre deux points
originaux de u est montré en bleu dans la Fig. i(d)]; c’est
en fait le méme chemin que celui représenté sur la surface
continue en 3D dans la Fig.

3.3 Solution d’un probléeme de topologie
discrete

Dans les images 2D discrétes, nous pouvons avoir des
points-selles. Un exemple est donné dans la Fig. a
partir de laquelle nous déduisons la représentation conti-
nue (donnée dans la Fig. [5(b)). Afin de calculer les che-

mins minimaux, nous avons d"*(z,, z,,) = 0 qui est ob-
tenu avec U, (Fig.[5(c)), et d}" (2, ) = 2 qui est obtenu
avec 1, (Fig. [5(d)). Une interprétation de cette situation
“dans le monde continu” est la suivante. D’un c6té, avoir
d;"*(zq,2,) = 0 implique non seulement que le niveau
dans %, du point-selle (la O-face) est 0, mais aussi qu’il
y a une ligne de niveau 0 joignant z, et 2/, dans %. D’un
autre coté, puisque nous avons u(zp) = 4 et u(xp) = 6, Tp
considere que le niveau 5 existe entre x;, et 2, ce qui rentre
en contradiction avec la conclusion précédente. Nous avons
donc des incohérences si nous considérons deux chemins
discrets distincts dans u, et si nous essayons de les in-
terpréter de fagon continue dans u. Le probléeme principal
ici est que, en 2D, la représentation u ne peut pas empécher
les lignes de niveaux de différents niveaux de s’intersecter,
ce qui arrive dans le cas des points-selles. A partir de cet
exemple, nous pouvons tirer une conclusion négative : la
représentation &, comme définie dans 1’Eq. [9} ne peut pas
vraiment donner une interprétation continue de I’ensemble
de tous les chemins dans « sans qu’il y ait de défauts topo-
logiques.

Une solution a ce probleme est d’ajouter une étape in-
termédiaire qui calcule une “interpolation” de u qui n’a pas
de parties pathologiques comme les points-selles dans le
cas 2D. Dans le cas général nD, ces parties sont nommées
configurations critiques, et une image sans aucune confi-
guration critique est dite “digitalement bien-composée”
(DWC) [2].

Notons par u une interpolation de I’'image scalaire u :
Z"™ — Y, définie sur 'espace subdivisé (Z/2)", et pre-
nant ses valeurs soit dans Y soit dans un autre espace sca-
laire Y. Une représentation de « continue mais pourtant
discrete est maintenant u_

(u:Z"=Y) 5 (uy : (Z/2)" > Y)
T (g (H/2)" = Iyr). (12)

Sous I’hypothése que u, est digitalement bien-composée,
I'image a valeurs d’intervalles u_ permet de représenter v
d’une fagon continue et discrete, et sans incohérence to-
pologique. Nous dirons que de telles fonctions u_ sont
cohérentes vis-a-vis des chemins.

Maintenant nous pouvons fournir une nouvelle définition
de la pseudo-distance du dahu, étant donnée une image w :

Va,o' € 2", dy(z,2') = min  d¥(hg, hy). (13)

u < U

Par comparaison avec la définition initiale (naive) donnée
par ’Eq. nous avons juste remplacé u par u.
Plusieurs interpolations a base de subdivision d’images
scalaires nD sont connues pour produire des images DWC.
C’est le cas de I’interpolation avec I’opérateur max, utilisé
dans [[15] pour le calcul quasi-linéaire de I’arbre des formes
d’une image scalaire, comme défini par I'Eq. ] Dans le
cas 2D—et pas en nD avec n > 2—Ia seule interpola-
tion auto-duale et locale qui vérifie des propriétés d’inva-
riances fortes et qui donne des images DWC est obtenue
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FIGURE 6 — Interpolation d’une fonction a valeurs d’inter-
valles qui est cohérente vis-a-vis des chemins.

avec I’opérateur médian [[LS)]. Une illustration est montrée
dans la Fig. [6(a)} aprés que Iétape 2 (u, — ug) est ap-
pliquée ; la Fig. [6(b)| montre que les différentes lignes de
niveaux ne se croisent pas. Enfin, notons que dans le cas
général nD, une interpolation auto-duale non-locale a été
définie [3]].

4 Calcul de la pseudo-distance du
dahu

L’arbre des formes d’une image est aussi nommé carte
topographique. Puisque la distance du dahu est liée
également a des notions topographiques, 1’arbre des formes
est un bon candidat comme outil pour calculer une distance
du dahu d, (x,2").

4.1 DL’arbre des formes des fonctions a va-
leurs d’intervalles

Puisque les interpolations scalaires u_, sont digitalement
bien-composées, I’arbre des formes des fonctions a valeurs
d’intervalles u_, c’est-a-dire S(uy ), comme défini par
I’Eq.[6] existe. On peut facilement comprendre que c’est dii
au fait que u_, est cohérente vis-a-vis des chemins : sachant
qu’une ligne de niveau est la frontiere d’une forme, puisque
deux lignes de niveaux a des niveaux différents ne peuvent
pas se croiser, cela implique que les formes sont soit dis-
jointes ou incluses. En fait, I’ensemble &(u_) vérifie les
propriétés suivantes :

— Chaque élément de cet ensemble est une composante
connexe de H", qui est un ensemble ouvert régulier, et
qui n’a pas de cavité (par construction, car les formes
sont obtenues apres bouchage des cavités des compo-
santes issues des seuils).

— L’ensemble &(u_ ) est une décomposition auto-duale
de H" par rapport a u.

— La frontiere de chaque composante est une ligne de
niveau de u, ¢’est-a-dire V.S € S(u,) :

JueY'telque Vh € cl(S)\S, peu(h).

— Une fonction qui associe un niveau, noté wu(S), a
chaque élément S € &(u,) fait que cet ensemble est
une représentation de u,. Nous dirons que 1(S) est le
niveau de la forme S (nous utiliserons cette fonction
dans la prochaine section).

4.2 Quand la pseudo-distance du dahu ren-
contre I’arbre des formes

Intuitivement il est facile de comprendre que le chemin mi-
nimal entre deux points d’une image u, avec la pseudo-
distance du dahu, correspond a un chemin de nceuds sur
I’arbre des formes & (u, ). Si nous regardons de nouveau la
Fig. (gauche), le chemin entre les deux points (z, ")
indiqués par les pastilles rouges dans u part de la région B,
traverse alors A et C, pour se terminer dans la région F. En
considérant I’arbre des formes, dans la Fig. (droite), ce
chemin est exactement le méme, et il traverse les lignes de
niveaux, dessinées par les traits verts a la fois sur I’image
et sur I’arbre. Un tel chemin est minimal car chaque che-
min de TI(x, 2") doit au moins croiser cet ensemble précis
de lignes de niveaux pour relier z et x’. Ainsi la pseudo-
distance du dahu correspond a la dynamique de niveaux de
cet ensemble de lignes. Que ce soit la version continue de la
Fig. ou sa représentation discréte de la Fig. nous
pouvons directement lire que la distance entre les points
rouges est 1 (les lignes de niveaux sont montrées par les
traits verts).

Etant donné un nceud ¢ d’un arbre, notons par(t) le nceud
parent de ¢ dans D’arbre, et par lca(t,t’) le plus petit
ancétre commun des neeuds ¢ et ¢'. Notons ¢, le nceud de
S(ug) qui correspond a € X ; ce neeud correspond a la
plus petite forme de &(uy) contenant h,. Nous pouvons
concaténer les deux séquences de nceuds :

Ty = <tw7 par(tl‘)> pal‘z(tx), sy lca(twvtl"» et

Tyt = <t$'a pa‘r(tw')v par2(tw’)a ) lca‘(t$7t$')>a (14)
pour former la nouvelle séquence :
-1

x!

= <tm, ceny lca(tx,tx/)7 ceey tm/>. (15)

Tty te) = w7

Dans le cas de I'exemple de la Fig. B(b)l le Ica des
nceuds tg et tp est ta, et la séquence de nceuds est
(tg,ta, tc,tr) (montrée sur la droite); elle correspond
dans 1’arbre au chemin minimal dans I’espace de 1’image
(montré a gauche).

A chaque forme S € &(u,) correspond un nceud, disons
ts, de 'arbre des formes. Notons par un abus d’écriture
w(ts) = p(S), ot u(S) est le niveau de la forme comme
défini en Sec. @ Finalement, la pseudo-distance du dahu
peut alors se ré-exprimer suivant :

d, N = t) — i t 16
(z,2") teg&ﬁm,)u() teﬁftw“()’ (16)

ou les nceuds considérés et la fonction p sont liés a 1’arbre
S ().

En pratique, pour calculer d,(z,2’) nous avons juste a
mettre a jour les valeurs de I’intervalle (min et max de ) en
partant respectivement des nceuds x et 2/, et en remontant
I’arbre jusqu’a leur Ica. Par exemple, sur 7, nous calculons



de facon itérative :

Wa(co) = <tac>
) = 7)™ (part(t,)) (17)

pmin (75D ) = min( pin (7)), ppar™ (1)) ),
et nous faisons de méme pour fiy,ax. Finalement, d,, (x, ")
est la longueur du span des deux intervalles, c’est-a-dire :

Cfu(%l‘/) = max( fimax(Tz ), Hmax(Ta))

— MiN( fomin (T2), Hmin(72r) ). (18)

S Illustration en  segmentation
d’images de documents

La Figure [7] donne une illustration d’image de docu-
ment acquise par un téléphone mobile; elle est tirée de
la compétition “SmartDoc” organisée & ICDAR 2015 [4].
Rappelons tout d’abord que 1’arbre des formes a déja été
utilisé pour une telle application [8] 24].

A partir d’une image scalaire u (Fig. [7(a)), nous calcu-
lons son arbre des formes &(ug) (Fig. [7(b)), ce qui per-
met de calculer trés efficacement une carte de distances
(Fig. a I’aide de la distance du dahu. On peut voir
que le document est maintenant bien contrasté par rapport
a son environnement. Une carte de saillance (partitionne-
ment hiérarchique de 1’image) correspondant a la distance
du dahu est représentée en Fig. [7(d)]

Notons que le fait de représenter le domaine de I’image par
un complexe permet de considérer I’ espace inter-pixels, et
de représenter a la fois des régions et leurs frontieres (voir
un exemple dans [17]).

6 Travaux liés

En plus des références données jusque la dans cet article,
liées soit au contexte de notre travail ou a ses fondements
théoriques, plusieurs autres travaux méritent d’&tre men-
tionnés. En fait, la notion de chemin sur les noccuds d’un
arbre morphologique apparait aussi dans : [7]] afin d’af-
fecter a chaque nceud une étiquette et de réaliser une seg-
mentation basée sur des marqueurs ; [8] pour compter les
lignes de niveaux et construire un arbre des formes pour les
images multi-variées ; pour calculer une variation cur-
vilinéaire et séparer un objet du fond de I’image. De plus,
d’autres travaux s’appuient sur la topologie de 1’arbre pour
régulariser les images [12].

La notion de barriére utilisée ici sur I’arbre des formes est
également proche de celle de la saillance des formes uti-
lisée dans [26]. Enfin, & propos de transformations en dis-
tance et d’approches de chemin minimal, le lecteur / la lec-
trice peut se référer au survol récent [21]].

7 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article une nouvelle pseudo-
distance, la distance du dahu, qui est une variante de la dis-
tance de barriere minimum (MBD) dans une représentation
continue (mais encore discrete) des images. Il y a deux

(a) Image d’entrée u. (b) Lignes de niveaux de wu (tous

les 5 niveaux).

(¢c) Carte de distance
du((07 0)7 I)

(d) Carte de saillance.

FIGURE 7 - Utilisation de la distance du dahu pour une
application de détection de documents.

avantages principaux a cette distance par rapport a la MBD
originale :

— Elle considere que les images d’entrées, discretes,
sont en fait définies dans un monde continu, c’est-a-
dire, que leur élévation est une surface.

— Le calcul de la distance du dahu pour des couples de
points (z,z") est trés efficace, grice au pré-calcul de
I’arbre des formes; de plus, les distances d,,(x,z’)
obtenues a I’aide de cet arbre sont exactes. Cela
contraste avec le calcul efficace mais approché de la
MBD donné dans [23]].

D’autres intéréts pratiques de la nouvelle distance par rap-
port a sa définition classique doivent encore faire leur
preuve. Néanmoins nous croyons qu’il y a de nombreuses
perspectives en terme d’applications, qui sont rendues pos-
sible grace au calcul rapide. Une autre perspective est
d’adapter cette distance aux images en couleur ; cela peut
étre réalisé en utilisant I’arbre des formes pour les images
multi-variées défini dans [8§].
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